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INHALTSANGABE

Inhaltsangabe
Quantenpunkte sind elektrisch leitende Inseln in einem ansonsten nichtleitenden Halbleiter. In
ihnen sind Elektronen in einem Potential gefangen, so daß man auch von

”
künstlichen Ato-

men“ spricht. In Analogie zur Molek̈ulphysik k̈onnen Quantenpunkte kohärent zu Doppel-
quantenpunkten gekoppelt werden, in denen delokalisierte

”
molekulare“ Zusẗande vorliegen.

Sind Quantenpunkte durch Tunnelbarrieren an Zuleitungen gekoppelt, so kann der quantenme-
chanische Zustand der Elektronen durch Transportspektroskopie untersucht werden. Es wird
mit ausgenutzt, daß aufgrund der Coulomb-Abstoßung Strom durch einenQuantenpunkẗuber
sequentielles Einzelelektronentunneln nur bei bestimmten Werten des elektrostatischen Poten-
tials �ießt. In dieser Arbeit werden Quantenpunkte im zweidimensionalen Elektronengas einer
AlGaAs/GaAs-Heterostruktur mittels Gatterelektroden bei tiefen Temperaturen elektrostatisch
de�niert. Tunnelstrom und differentieller Leitwert durch die Quantenpunkte werden u.A. in
Abhängigkeit von angelegten Spannunen und Magnetfeldern betrachtet. Zusätzlich wird ein
Quantenpunktkontakt als kapazitiver Ladungsdetektor verwendet.

Messungen an einem Quantenpunkt, der vollständig von Leitungsbandelektronen entleert
werden kann, werden präsentiert. Hierbei werden ansatzweise die elektronischen Zustände ei-
nes zweidimensionalen harmonischen Potentials sichtbar. Bei stärkerer Ankopplung des Quan-
tenpunkts an die Zuleitungen wird ein magnetfeldabhängiger Hybridisierungseffekt von loka-
lisierten Zusẗanden und Zuständen der Zuleitungen, der sogenannte Kondo-Effekt, beobach-
tet. Bei hohem Magnetfeld werden Asymmetrie-Effekte beobachtet, derenUrsache noch nicht
identi�ziert ist.

Durch Verzerrung des Potentials wird dieser Quantenpunkt in einen Doppelquantenpunkt,
d.h. ein Doppelmuldenpotential für die Elektronen, verformt. Das Transportspektrum die-
ses Systems wird für 0 � N � 2 gefangene Elektronen detailliert betrachtet. Die Niveau-
abstoßung zwischen symmetrischem Grundzustand und antisymmetrischem angeregten Zu-
stand eines Elektrons als Funktion der Potentialasymmetrie wird direkt beobachtet. Dies
ermöglicht eine eindeutige Zuordnung dieser Zustände sowie eine Bestimmung der Tun-
nelaufspaltung. Bei endlichem Magnetfeld wird eine zusätzliche Niveauabstoßung sichtbar.
Hier hybridisiert der Grundzustand einer Potentialmulde mit einem angeregten Zustand der
zweiten Mulde. Das Transportspektrum wird auf Zwei-Elektronen-Effekte wie z.B. die Spin-
Austauschwechselwirkung untersucht und mit theoretischen Vorhersagen verglichen.

Weiterhin werden Messungen vorgestellt, in denen ein Quantenpunkt im Magnetfeld einen
Speichereffekt auf einer Zeitskala von 10min aufweist. Die Abhängigkeit dieses Speicheref-
fekts von verschiedenen Parametern wird diskutiert. Eine Interpretation der Beobachtungen als
durch die tunnelnden Elektronen induzierte dynamische Kernspinpolarisation wird gegeben.
Abschließend wird von Messungen an einem Quantenpunkt berichtet, der sich in einer ober-
� ächennahen Heterostruktur unterhalb einer einzelnen Gatterelektrode bildet. Hierbei kann ins-
besondere ein sehr deutlicher Kondo-Effekt beobachtet werden.
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3.3.2 Spinzusẗande, Zeeman-Aufspaltung. . . . . . . . . . . . . . 28

v



INHALTSVERZEICHNIS

3.3.3 Fock-Darwin-Spektrum. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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8.5.4 Tunnelprozesse höherer Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . 117

9 Kopplung von Elektronen- und Kernspins in einem Quantenpunkt 121

9.1 Meßaufbau und Charakterisierung des Quantenpunkts. . . . . . . . . 121

9.2 Pumpstrom bei HF-Einstrahlung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

9.3 Auftreten eines Speichereffekts bei variiertem Magnetfeld B? . . . . 129

9.3.1 Beobachtung und Quanti�zierung. . . . . . . . . . . . . . . 129
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5.1 Kennlinie eines Quantenpunktkontakts. . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.2 Ladungsdetektion durch einen Quantenpunktkontakt. . . . . . . . . 52

ix



ABBILDUNGSVERZEICHNIS

6.1 Mischkryostat Oxford Instruments Kelvinox 100. . . . . . . . . . . 56

6.2 Mischkryostat-Eigenbau des WMI Garching. . . . . . . . . . . . . 58

6.3 Schematischer Aufbau der Meßelektronik. . . . . . . . . . . . . . . 60

7.1 Gattergeometrie der verwendeten Probe. . . . . . . . . . . . . . . . 62

7.2 Nichtlinearer Transport und Nachweis der Elektronenzahl . . . . . . 65

7.3 Verschiebung der Leitwertmaxima im senkrechten Magnetfeld . . . . 67
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NL; NR Zahl der Elektronen im linken bzw. rechten Quantenpunkt eines Doppel-
quantenpunkts

n Hauptquantenzahl (Energiequantenzahl) eines Fock-Darwin-Zustands
(n = 0;1;2; : : : )

nr Radialquantenzahl eines Fock-Darwin-Zustands

ns Elektronen�ächendichte des zweidimensionalen Elektronengases

n Füllfaktor eines Quantenpunkts

n2DEG Füllfaktor des zweidimensionalen Elektronengases

W Großkanonisches Potential (Gleichung3.3, Seite17)

w0 Oszillatorkonstante eines parabolischen Potentials

wc Zyklotronfrequenz,jej B? =m�

P Ausgangsleistung eines cw-Hochfrequenzgenerators

~p Impuls, Impulsoperator

F nm(r;q) Fock-Darwin-Wellenfunktion

f Wechselwirkungsparameter zweier Elektronen im Doppelquantenpunkt
(Gleichung4.22, Seite48)

Y m(q) Winkelanteil einer Fock-Darwin-Wellenfunktion

Rnm(r) Radialteil einer Fock-Darwin-Wellenfunktion
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T Temperatur

Tel Elektronentemperatur im zweidimensionalen Elektronengas
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USD source-drain-Spannung eines Quantenpunkts

~x Ort, Ortsoperator

Z Zustandssumme

xviii



Kapitel 1

Einleitung

Quantenpunkte, also elektrisch leitfähige Inseln inmitten eines nichtleitenden Ma-
terials, haben sich im Lauf des vergangenen Jahrzehnts zu einem vielbeachte-
ten Forschungsgebiet entwickelt. Die Skala aktueller Arbeiten umfaßt viele Mate-
rialsysteme. Sie reicht von Halbleiter-Nanokristallen [Müller u. a. 2004, Alivisatos
1996] über selbstorganisierend gewachsene InAs-Quantenpunkte[Högele u. a. 2004,
Kroutvar u. a. 2004], isolierte Si-Inseln [Gorman u. a. 2005] und aus einer Hete-
rostruktur gëatzte Pfeiler [Hatano u. a. 2004] bis zu den hier verwendeten elektrosta-
tisch in einer AlGaAs/GaAs-Heterostruktur de�nierten Systemen [Ciorga u. a. 2004,
Johnson u. a. 2005, Hanson u. a. 2004].

Mehrere Faktoren haben zu dem großen Interesse an diesem Forschungsgebiet
beigetragen. In der mesoskopischen Physik [Imry 1997] wird der Übergang zwi-
schen klassischer Mechanik und Quantenmechanik betrachtet. Da in Quantenpunk-
ten Elektronen̈ahnlich der Ḧulle eines Atoms in einem Potential gefangen sind, wur-
de schon fr̈uhzeitig der Begriff

”
künstliche Atome“ f̈ur sie gepr̈agt [Ashoori 1996].

Analog entstand die Bezeichnung
”
künstliche Molek̈ule“ für koḧarent tunnelgekop-

pelte Quantenpunktsysteme [Blick u. a. 1996, Livermore u. a. 1996]. Quantenmecha-
nische Effekte pr̈agen mit die Eigenschaften dieser ausgedehnten Objekte. Die Ein-
bettung der Quantenpunkte in das umgebende Kristallgitterermöglicht Einblicke
in Dekoḧarenzmechanismen der Ladungs- und Spinzustände wie Elektron-Phonon-
Kopplung [Fujisawa u. a. 1998, Weig u. a. 2004], Spin-Bahn-Kopplung [Zumb̈uhl u. a.
2002] und Hyperfeinkopplung zu den Kernspins des Kristallgitters [Khaetskii u. a.
2002, Petta 2005]. Hierbei liegen im Vergleich zu Atomen und Molekülen in
Halbleiter-Quantenpunkten unterschiedliche Energieskalen vor. Ladeenergien von 1�
5meV statt atomaren Ionisierungsenergien von� 10eV und Anregungsenergien von
0;05� 1meV statt� 1eV erm̈oglichen die detaillierte Beobachtung von Phänomenen
der Atom- und Molek̈ulphysik, die an realen Atomen und Molekülen der Verwendung
im Labor unerreichbarer hoher magnetischer und elektrischer Felder bedarf. Zumin-
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1. Einleitung

dest auf theoretischer Seite bietet sich dabei die direkteÜbernahme von Methoden und
Modellen der Atom- und Molek̈ulphysik an [Golovach und Loss 2004].

Weiterhin liefert auch die Halbleiterindustrie einen Anreiz für die Forschung an
elektronischen Nanostrukturen. Die rapide fortschreitende Miniaturisierung und In-
tegration von Chipstrukturen folgt im Moment noch weitgehend dem Moore'schen
Gesetz — einer Vorhersage exponentiell zunehmender Bauteilintegration, die erstmals
1965 formuliert wurde [Moore 1965]. Die typische L̈angenskala der Transistoren kom-
merziell erḧalticher integrierter Schaltkreise liegt jedoch bereits unter 100nm, so daß
ein Erreichen des Quantenlimes in absehbarer Zeit bevorsteht [Moore 2005]. Insbeson-
dere auch die hohe Dissipation in Bauteilen hoher Integration mit Taktfrequenzen im
GHz-Bereich stellt derzeit ein Problem dar. Mehrere Auswegewurden bereits vorge-
schlagen, sind jedoch alle noch weit von der großtechnischen Realisierung entfernt. Zu
diesen z̈ahlt molekulare Elektronik [Flood u. a. 2004] oder der Ansatz derspintronics
[Sharma 2005], in dem Spin- statt Ladungsströme verwendet werden sollen. Eine wei-
tere Möglichkeit ist der

”
klassische“ Einzelelektronentransistor. Er verwendet einzelne

Elementarladungen zum Speichern binärer Zusẗande und ist bis auf das Materialsystem
Metall den hier verwendeten Quantenpunkten sehrähnlich. In der Forschung haben
sich Einzelelektronentransistoren inzwischen zu einem von mehreren Standardbautei-
len zur Detektion von Ladungsverschiebungen entwickelt. Ihr Einsatzgebiet rangiert
von der Detektion lokalisierter Ladungszustände im Quanten-Hall-Regime [Ilani u. a.
2004] bis hin zur ultraschnellen Ladungsdetektion und dem Zählen einzelner Elektro-
nen im Strom�uß [Bylander u. a. 2005].

Ein weiterer Ansporn f̈ur Forschung an Quantenpunkten schließlich geht von der
Möglichkeit aus, die Koḧarenz der Atom- und Molek̈ulphysik mit der Funktion der
Rechnerbauteile zu kombinieren. Die bereits erwähnten Modelle f̈ur neuartige Rech-
nerarchitekturen beruhen alle auf der klassischen binären Logik, die auch die Grund-
lage heutiger Datenverarbeitung bildet. Die sogenanntestrong Church-Turing thesis,
ein Postulat der theoretischen Informatik, besagt in diesem Fall, daß die prinzipiel-
len F̈ahigkeiten derartiger Rechnerarchitekturenäquivalent sind. Das Modell des so-
genannten Quantencomputers [Feynman 1985, Deutsch 1985], das im vergangenen
Jahrzehnt ständig wachsendes theoretisches und experimentelles Interesse geweckt
hat, steht hierzu im direkten Gegensatz. Mit der Verwendungeines quantenmecha-
nischen Zweizustandssystems als Speicherregister und kohärenter uniẗarer Transfor-
mationen als Rechenoperationen ergeben sich aufgrund desüber Linearkombinatio-
nen von Zusẗanden inḧarenten Quantenparallelismus undüber das Pḧanomen der Ver-
schr̈ankung von Zusẗanden prinzipiell neue M̈oglichkeiten. Dies wurde insbesonde-
re durch die Entwicklung mehrerer Quantenalgorithmen [Shor 1994, Grover 1996,
Abrams und Lloyd 1999] verdeutlicht, die bei der L̈osung spezieller Probleme deutlich
besser als alle bekannten klassischen Verfahren skalieren. Insofern ist der hypotheti-
sche Quantencomputer nicht nur Gegenstand aktueller Forschung der Physik, auch in
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Mathematik und theoretischer Informatik werden die Perspektiven dieses neuen Bere-
chenbarkeitsmodells betrachtet.

Halbleiter-Quantenpunkte wurden bereits früh als m̈ogliche Realisierung von
qubits, den elementaren Bausteinen des hypothetischen Quantencomputers, vorge-
schlagen [Barenco u. a. 1995]. Zwei Modelle haben sich insbesondere als interes-
sant herausgestellt. Zum einen kann im sogenannten Spin-Qubit die Ausrichtung ei-
nes Elektronenspins in einem Quantenpunkt als Informationstr̈ager verwendert wer-
den [Loss und DiVincenzo 1998, Vandersypen u. a. 2002]. Die schwache Kopplung
des Elektronenspins an seine Umgebung bedingt eine für ein elektronisches Sy-
stem im Festk̈orper lange Koḧarenz vont2 � 10: : :100ns [Kikkawa und Awschalom
1998, Petta 2005], gleichzeitig aber auch schwierige Manipulation und Detektion
[Elzerman u. a. 2004]. Zum anderen k̈onnen die r̈aumlichen Zusẗande einer Ladung im
Doppelpotentialtopf eines gekoppelten Systems aus zwei Quantenpunkten als Basis-
zusẗande eines Qubits angesetzt werden [van der Wiel u. a. 2001, Hayashi u. a. 2003].
Hier führt die Ladung des Elektrons zu einer starken Kopplung an die Umgebung und
daher zu k̈urzeren Koḧarenzzeitent2 � 1ns [Hayashi u. a. 2003], aber auch leichterer
Detektion [DiCarlo u. a. 2004]. Neueste Resultate deuten darauf hin, daß isolierte Dop-
pelquantenpunkte wesentlich längere Koḧarenzzeiten aufweisen [Gorman u. a. 2005].
Das Interesse an Quanteninformationsverarbeitung führt zu einer bemerkenswerten
Konvergenz von Teilen der Festkörperphysik und der Atomphysik. Dem

”
Atom auf

einem Chip“ [Treutlein u. a. 2004] steht das
”
künstliche Atom im Chip“ gegen̈uber.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

� Kapitel 2 führt in die Herstellung der verwendeten Chipstrukturen mittels litho-
graphischer Verfahren ein.

� Kapitel 3 und4 geben die Grundz̈uge der Theorie des Transports durch Quan-
tenpunkte bzw. Doppelquantenpunkte wieder.

� Kapitel 5 stellt die Methode der Ladungsdetektion durch einen Quantenpunkt-
kontakt vor.

� Kapitel 6 beschreibt die Prinzipien des verwendeten Meßaufbaus.

� Kapitel 7 gibt Messungen an einem Einzelquantenpunkt wieder, der vollständig
von Elektronen verarmt werden kann.

� Kapitel 8 behandelt Messungen des Transportspektrums eines Doppelquanten-
punkts, der durch Potentialverformung aus dem Einzelquantenpunkt von Kapitel
7 hergestellt wird.

� Kapitel 9 beschreibt eine Messung, bei der im Transport durch einen Quanten-
punkt Speichereffekte auf einer Zeitskala von� 10min beobachtet wurden.
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1. Einleitung

� Kapitel 10 stellt Messungen von Spineffekten an durch ein einzelnes Gatter ge-
formten Quantenpunkten vor.

� Kapitel 11 ist eine Zusammenfassung mit Ausblick auf mögliche zuk̈unftige
Entwicklungen.
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Kapitel 2

Probenherstellung

In diesem Kapitel werden die bei der Herstellung der Proben verwendeten Verfahren
vorgestellt. Die Eigenschaften der verwendeten Heterostrukturen sind tabellarisch in
AnhangA, die Parameter der Präparation in AnhangB wiedergegeben.

2.1 Niedrigdimensionale Elektronensysteme

Ausgangspunkt f̈ur die De�nition lateraler Quantenpunkte ist eine durch Molekular-
strahlepitaxie (siehe z.B. [Sze 1981]) hergestellte AlGaAs-GaAs-Heterostruktur. Bei
dem Verfahren der Molekularstrahlepitaxie wird ein thermischer Atomstrahl im Ul-
trahochvakuum mit der Ober�äche einer Halbleiter-Einkristallscheibe (eineswafer) in
Kontakt gebracht. Bei ausreichend niedriger Strahldichte können nahezu störstellen-
freie Schichten von Materialien gleicher Gitterstruktur und ähnlicher Gitterkonstan-
te epitaktisch aufgewachsen werden. Durch Verwendung von Halbleitermaterialien
mit unterschiedlichen elektronischen Eigenschaften ist es möglich, den Verlauf von
Valenz- und Leitungsbandkante zu kontrollieren und Einschlußpotentiale in Wachs-
tumsrichtung f̈ur Elektronen oder L̈ocher zu erzeugen.

Mit Ausnahme von Kapitel10 wurden alle im Rahmen dieser Arbeit beschrie-
benen Messungen an Probenchips aus einemwafer durchgef̈uhrt. Die folgende Be-
trachtung von Heterostruktur-Eigenschaften orientiert sich an dieser Heterostruktur.
Sie wurde von Dr. K. Eberl am Max-Planck-Institut für Festk̈orperforschung Stuttgart
gewachsen und hat die Fabrikationsnummer #81059. Als Materialien sind GaAs sowie
Al0:33Ga0:67As, in dem ein Drittel der Gallium-Atome im Kristall stochastisch durch
Aluminium ersetzt ist, verwendet. Der Unterschied der Gitterkonstanten beider Ma-
terialien betr̈agt weniger als 0;2%, was epitaktisches Wachstum einer hochwertigen
Heterostruktur erm̈oglicht. Abbildung2.1(a) zeigt die Schichtenfolge des Kristalls,
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Abbildung 2.1: (a), (b): Schematische Zeichung der Schichtenfolge (a) und des energeti-
schen Verlaufs (b) des Leitungsbands in einer durch Molekularstrahlepitaxie gewachsenen
AlGaAs/GaAs-Heterostruktur (wafer#81059, K. Eberl). (c): Zustandsdichte im Potentialtopf
einer Heterostruktur.

Abbildung 2.1(b) eine Skizze des Leitungsbandverlaufs. Auf eine Deckschicht (cap
layer) aus GaAs, die im wesentlichen zur Ober�ächenversiegelung dient, folgt eine
Schicht AlGaAs. Diese wird̈uber 60nm mit Silizium-Atomen dotiert. Silizium wirkt
in AlGaAs als leitungsbandnaher Donator (shallow donor) mit einer Aktivierungs-
energie der Donatorelektronen von 5;8meV [Sze 1981] im Vergleich zur Bandl̈ucke
in Al0:33Ga0:67As von 1;8eV. Unter der AlGaAs-Schicht folgt wiederum eine Schicht
GaAs mit einer Dicke von� 1µm. AmÜbergang zwischen AlGaAs und GaAs, also bei
der vorliegenden Struktur 120nm unter der Kristallober�äche, nimmt die Bandlücke
des Halbleiters abrupt von ca. 1;8eV auf ca. 1;4eV ab [Sze 1985]. Thermisch an-
geregte Donatorelektronen können aus der Si-dotierten Schicht durch den Kristall
über die vom Leitungsband an diesemÜbergang gebildete Potentialstufe diffundieren.
Aufgrund der Anziehungskraft der ionisierten Donatoratome bleiben sie in der N̈ahe
der Grenzschicht im Leitungsband gefangen. Die entstehende Raumladungsverteilung
führt zu einem elektrischen Feld und damit einer Krümmung der Bandkanten, so daß
sich ein Gleichgewichtszustand einstellt. Mit der Ladungsakkumulation liegt das Lei-
tungsband in GaAs nahe der Grenzschicht unterhalb der Fermikante. Hier bildet sich
für die Elektronen ein n̈aherungsweise dreieckiger Potentialtopf in der Kristallwachs-
tumsrichtung, die im folgenden auch alsz-Richtung bezeichnet wird.

In GaAs, einem Material, in dem keine orbitale Entartung am Energieminimum des
Leitungsbands vorliegt, ist die Zustandsdichte im Falle einer derartigen Einschränkung
der Elektronenbewegung in genau einer Raumrichtung in Abhängigkeit von der Ener-
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gieE durch

D(E) =
m�

p~2 å
n

q(E � En) (2.1)

gegeben [Datta 1995]. In Gleichung2.1bezeichnetq(x) die Heaviside-Stufenfunktion,
m� die effektive Elektronenmasse in GaAs sowieEn denn-ten Energieeigenwert des
dreieckigen Potentialtopfs. Der Verlauf vonD(E) ist in Abbildung 2.1(c) skizziert.
Die Gesamtheit aller Elektronenzustände mit gleicher Wellenfunktion inz-Richtung
wird auch als Subband bezeichnet. Man spricht von einem zweidimensionalen Elek-
tronengas (2DEG), wenn nur das unterste Subband, d.h. nur der unterste Zustand der
Quantisierung inz-Richtung besetzt ist. Diese Bedingung ist bei ausreichend gerin-
ger Elektronen�̈achendichtens typischerweise f̈ur Temperaturen im BereichT . 4K
erfüllt.

Zus̈atzlich zur Elektronen�̈achendichte ist eine wesentliche weitere Kenngröße
des zweidimensionalen Elektronengases die Elektronenbeweglichkeit µ̃. Sie ist mit
durch die Streuung der Elektronen am ungeordneten Potential der ionisierten Do-
natoratome begrenzt. Daher wird zum Erreichen hoher Beweglichkeiten zwischen
dem Material̈ubergang, an dem das zweidimensionale Elektronengas gebildet werden
soll, und der Dotierungsschicht eine Schicht undotiertes AlGaAs als Abstandshalter
(engl.spacer) gewachsen. Am verwendeten Kristall wurden beiT = 4;2K die Werte
ns ' 1;8� 1015m� 2 undµ̃ ' 75m2=Vs gemessen [Eberl 1998]. Damit kann die Fermi-
Energie

EF =
~2pns

m� ' 6;3meV; (2.2)

die Fermi-Wellenl̈ange

l F =

r
2p
ns

' 60nm (2.3)

und die mittlere freie Weglänge

L =
µ̃~
jej

p
2pns ' 5;2µm (2.4)

der Elektronen im zweidimensionalen Elektronengas abgeschätzt werden [Datta 1995,
Kittel 1996].

Das Anlegen von elektrischen Feldern ermöglicht eine weitere Einschränkung der
elektronischen Freiheitsgrade. Bei der sogenanntensplit-gate-Technik werden me-
tallische Gatterelektroden auf der Kristallober�äche aufgebracht. Abbildung2.2(a)
zeigt schematisch eine derartige Elektrode auf der Oberfäche der Heterostruktur.
Anlegen einer negative Spannung relativ zum zweidimensionalen Elektronengas
an der Gatterelektrode führt über den Feldeffekt zu einer lokalen Erhöhung der
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Abbildung 2.2: Verarmung eines zweidimensionalen Elektronengases durchsplit gates: (a)
Perspektivische Ansicht einer Goldelektrode auf der Kristallober�ächeüber dem zweidimen-
sionalen Elektronengas. (b) Unterhalb einer negativ geladenen Gatterelektrode wird die Lei-
tungsbandkanteEL über das chemische Potentialµ gehoben. Das Elektronengas verarmt lokal.

Leitungsband-EnergieEL, wie in Abbildung2.2(b) in einem Schnitt schematisch skiz-
ziert. Die Schottky-Barriere am Metall-Halbleiter-Übergang [Sze 1985] verhindert
hierbei Strom�uß aus dem Halbleiter in die Gatterelektrode. Für GatterspannungenUg
von typischerweiseUg . � 0;3V wird das Leitungsband unterhalb der Gatterelektrode
über das chemische Potentialµ des zweidimensionalen Elektronengases gehoben, so
daß eine vollsẗandige lokale Verarmung des Elektronengases eintritt. In lateraler Rich-
tung innerhalb des zweidimensionalen Elektronengases entsteht eine Potentialbarriere.

Durch derartige Einschränkung der Elektronenbewegung in beiden Richtungen
der Ebene des zweidimensionalen Elektronengases kann eine

”
nulldimensionale“,

punkẗahnliche Elektroneninsel mit einer der Fermi-Wellenlänge vergleichbaren Größe,
also ein Quantenpunkt, de�niert werden. In diesem Fall tritt eine vollsẗandige Quanti-
sierung der elektronischen Zustände

D(E) µ å
n

d(E � en) (2.5)

ein. Abbildung2.3 zeigt eine einfache Geometrie von Gatterelektroden, die zur De-
�nition eines solchen Quantenpunkts geeignet ist. Zwei Paare von gegen̈uberliegen-
den Elektroden de�nieren Potentialbarrieren zum zweidimensionalen Elektronengas,
durch die ein Tunnelstrom statt�nden kann. Diese Tunnelbarrieren verbinden den
Quantenpunkt mit dem freien zweidimensionalen Elektronengas und damit mit den
Zuleitungen. Die Zuleitungen werden mit den Begriffensource(S) unddrain (D) be-
zeichnet. Bei Transportmessungen wird zwischen ihnen diesource-drain-Spannung
USD angelegt. Das in Abbildung2.2mittlere Paar von gegenüberliegenden Elektroden
kann durch Variieren der angelegten GatterspannungUg zur Steuerung des lokalen
elektrostatischen Potentials am Ort des Quantenpunkts eingesetzt werden. Letzteres
bestimmt die Ausdehnung des Quantenpunkts und, wie noch erklärt werden wird, des-
sen Ladung.
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Abbildung 2.3: De�nition eines Quantenpunkts durchsplit gates: (a) Aufsicht einer einfachen
Gattergeometrie, (b) perspektivische Ansicht. In beiden Zeichnungen ist das zweidimensionale
Elektronengas, soweit nicht verarmt, hellblau eingezeichnet.

2.2 Lithographische Strukturierung

Zur Strukturierung der Heterostruktur senkrecht zur Wachstumsrichtung und insbe-
sondere zur Herstellung der Gatterelektroden und ihrer Zuleitungen werden lithogra-
phische Verfahren eingesetzt.

Vor Beginn dieser Prozessierung wird von dem zur Verfügung stehendenwafer
ein quadratisches Stück von ca. 5mm Kantenlänge abgespalten. Der so erhaltene Pro-
benchip wird zur Reinigung wiederholt in Lösungsmitteln wie Wasser, Aceton, Etha-
nol oder Isopropanol gebadet und anschließend mit staubfreiem Stickstoff trocken-
geblasen. Zur Entfernung festklebender Verunreinigungensind weitere Schritte wie
zum Beispiel ein vorsichtiges̈Uberstreifen der Ober�̈ache mit einem l̈osungsmittelge-
tränkten fusselfreien Linsenputztuch möglich. Der Einsatz eines Ultraschallgenerators
zum Lösen von Verunreinigungen durch Erschütterung kann hifreich sein. Dies sollte
jedoch vermieden werden, da Erschütterungen zur Fortp�anzung von Kristallfehlern
führen, was den Bruch des Chips zur Folge haben kann.

2.2.1 Optische Lithographie

Drei optische Lithographieschritte dienen zur De�nition der gr̈oßeren Strukturen der
Probe. Im ersten Schritt, bei der De�nition der sogenanntenMesa (von engl.me-
sa Tafelberg), werden Deck- und Dotierungsschicht und damit das zweidimensiona-
le Elektronengas durcḧAtzen auf großen Teilen der Ober�äche entfernt, um einzel-
ne Probenfelder mit klar de�nierten Zuleitungen zu erhalten. Im zweiten und dritten
Schritt wird eine lokale Metallisierung zur Herstellung von Ohm'schen Kontakten zum
zweidimensionalen Elektronengas und von Zuleitungen zu den sp̈ater de�nierten Gat-
terelektroden aufgebracht. Das grundlegende Lithographieprinzip bleibt in allen drei
Fällen gleich und ist in Abbildung2.4(a) wiedergegeben. Die Probenober�äche wird
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Lack aufschleudern
(a) (b)

Ätzen und
Lack entfernen

(1) (2) Bedampfen

Belichtung

Entwickeln

lift-off

100 mm

Abbildung 2.4: (a) Prinzip der optische Kontaktlithographie: Schematische Darstellung der
Prozeßschritte zum lokalen̈Atzen (1) oder zur lokalen Metallisierung (2) des GaAs/AlGaAs-
Kristalls. (b) Geometrie der verwendeten Lithographiemasken in Aufsicht. Der resultierende
Mesa-Bereich mit zweidimensionalem Elektronengas ist hellgrau, die Gatterzuleitungen dun-
kel gezeichnet. Gestrichelte Linien markieren die Flächen der Ohm'schen Kontakte.
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mit kommerziell erḧaltlichem Photolack beträufelt und sofort anschließend auf einer
Lackschleuder in Rotation versetzt. Bei etwa 5000U/min bildet sich abḧangig von
der genauen Lackzusammensetzung ein gleichmäßiger Film mit einer Dicke von ca.
0;4: : :1;6µm. Dieser wird in einem Ofen gehärtet. In einemmask alignerwird an-
schließend die Lackschicht selektiv belichtet. Hierzu wird eine d̈unne Quarzglasschei-
be, welche teilweise mit Chrom beschichtet ist, als Maske verwendet. Als Lichtquel-
le dient eine Quecksilberdamp�ampe mit Emission im UV-Bereich des Spektrums.
Die Wahl der Lichtwellenl̈angel uv ergibt sich aus der Forderung nach möglichst ho-
hem Au�ösungsverm̈ogen. Die minimalen Abmessungen bei optischer Lithographie
können mitDxmin =

p
l uvzabgescḧatzt werden, wobei der Abstandzzwischen Maske

und Substrat die Dicke der Lackschicht beinhaltet.

Durch Eintauchen der Probe in eine Entwickler�üssigkeit wird der Lack, da es
sich um einen Positivlack handelt, in den belichteten Bereichen entfernt. Das weitere
Vorgehen ist vom jeweiligen Prozessierungsschritt abhängig.

Mesa-De�nition

Als Mesa wird der Teil der Ober�̈ache des Probenchips, der ein zweidimensiona-
les Elektronengas enthält, bezeichnet. Zur De�nition von einzelnen Mesabereichen
und ihren Zuleitungen wird ein photolithographischer Schritt durchgef̈uhrt, so daß nur
noch im Zentrum eines Probenbereichs undüber auf ihn zuleitenden Armen Lack auf
der Probenober�̈ache haftet. Die entsprechende Fläche ist in Abbildung2.4(b) hell-
grau eingezeichnet. Durch Eintauchen des Probenchips in eine verd̈unnte Mischung
von Schwefels̈aure und Wasserstoffperoxid wird auf den ungeschützten Bereichen der
Ober�äche die elektronisch aktive Schichtstruktur des Kristalls weggëatzt. Die durch
unbelichteten Photolack geschützten Fl̈achen bleiben dagegen unversehrt. Nach Ent-
fernen des Photolacks bilden sie eine erhöhte Fl̈ache, die

”
Mesa“.

Ohm'sche Kontakte

Um Messungen des Stroms und des differentiellen Leitwerts durch das zweidimen-
sionale Elektronengas durchführen zu k̈onnen, muß dieses kontaktiert werden.Übli-
che Vorgehensweise ist hierbei das lokale Einbringen einern+ -Dotierung. Nach ei-
nem Lithographieschritt, der nur die zu dotierenden Kontakt� ächen der Probe unbe-
deckt l̈aßt, wird eine Metallschichtenfolge, die insbesondere eine Gold-Germanium-
Legierung entḧalt, im Vakuum auf die Probenober�äche aufgedampft. Anschließend
wird die Metallschicht im sogenanntenlift-off-Schritt durch Eintauchen der Probe in
heißes L̈osungsmittel und Ablösen des restlichen Photolacksüberall dort entfernt, wo
sie nicht direkt mit der Probenober�äche verbunden ist. Erhitzen unter Schutzgas auf
maximal 420� C für etwa 30sec f̈uhrt zu Eindiffundieren der Germanium-Atome in
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Abbildung 2.5: Strukturformel von Polymethylmethacrylat (PMMA)

den Halbleiterkristall. Die Kontakteigenschaften werdendabei von Entmischungspro-
zessen ẅahrend der Diffusion dominiert und hängen somit von den Prozeßparametern
ab [Braslau 1981]. Die Bereiche der Ohm'schen Kontakte sind in Abbildung2.4(b)
durch weiße gestrichelte Linien markiert.

Gatterzuleitungen

In einem zweiten optischen Lithographieschritt mit nachfolgender Metallisierung, bei
dem die Schichtmaterialien NiCr oder Titan als Haftvermittler sowie Gold verwendet
werden, werden Leiterbahnen auf der Ober�äche des Kristalls aufgebracht. Diese sind
in Abbildung 2.4(b) dunkelgrau eingezeichnet und dienen zur Kontaktierungder im
Anschluß mittels Elektronenstrahl-Lithographie de�nierten Gatterelektroden.

2.2.2 Elektronenstrahl-Lithographie

Zur Herstellung der Gatterelektroden mit charakteristischen Abmessungen von.
100nm wird eine ḧohere Au�ösung ben̈otigt, als dies mit den Methoden der opti-
schen Lithographie m̈oglich wäre. Das verwendete Verfahren der Elektronenstrahl-
Lithographie ist demjenigen der optischen Lithographie sehr ähnlich. Als elektronen-
sensitiver Positivlack wird eine Doppelschicht von Polymethylmethacrylat (PMMA,
siehe Abbildung2.5) verwendet. Das Polymer wird in Methylisobutylketon gelöst auf
die Chipober�̈ache aufgeschleudert und anschließend bei 120� C ausgebacken. Für die
erste Schicht wird PMMA mit einem mittleren Molekulargewicht von 1;5� 105u, für
die zweite im Anschluß aufgebrachte Schicht PMMA mit mittlerem Molekulargewicht
5� 105u verwendet.

Die Belichtung dieses Lacks �ndet durch den fokussierten Strahl niederenerge-
tischer Elektronen (5keV) eines Rasterelektronenmikroskos statt. Eine typische Be-
strahlungsdosis hierbei ist 50µAs=cm2. Unter Elektronenbeschuß brechen die langket-
tigen Polymermolek̈ule zu kurzen Ketten auf, so daß die belichteten Regionen mit Me-
thylisobutylketon abgelöst werden k̈onnen. Die Au�ösung wird hierbei durch die Fo-
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Abbildung 2.6: Strukturformel von Hexaazetat-p-methyl-calix[6]aren, kurz Calixaren

kussierung sowie die Au�̈osung des bei der Ansteuerung verwendeten Digital-Analog-
Konverters und die elektronenoptische Vergrößerung beschränkt. Das Doppelschicht-
Verfahren dient der Erleichterung deslift-off bei der nachfolgenden Metallisierung mit
Titan und Gold. Die k̈urzeren Molek̈ulketten der tieferliegenden ersten Lackschicht
führen zu einer ḧoheren Emp�ndlichkeit, so daß nach Belichtung und Entwicklung
ein unterkehliges Lackpro�l entsteht. Wird nun ein nicht zudicker Metall�lm aufge-
dampft, so ist der Kontakt zwischen den Bereichen auf dem Lackund auf dem Halb-
leiterkristall im Idealfall unterbrochen. Dies ermöglicht ein leichteres Ablösen der auf
dem Lack au�iegenden Metall�lm-Fl̈achen.

Bei der Herstellung der Schleifenantenne in Kapitel10 wurde zus̈atzlich als elek-
tronensensitiver Negativlack Hexaazetat-p-methyl-calix[6]aren, kurz Calixaren (siehe
Abbildung 2.6) verwendet [Fujita u. a. 1996, Holleitner u. a. 2002, Holleitner 2002].
Unter Bestrahlung brechen die Ringmoleküle dieser Verbindung auf und haften an der
Ober�äche, so daß sie durch den Entwickler Xylol nicht abgelöst werden. Calixaren
ist elektrisch isolierend mit einer Dielektrizitätskonstante voner ' 7 [Vogel 1997]. Es
wird hier als lokale isolierende Schicht zwischen Schleifenantenne und Gatterelektro-
den eingesetzt.

13



2. Probenherstellung

14



Kapitel 3

Theorie des Einzelelektronentunnelns
durch Quantenpunkte

Transportspektroskopie an Quantenpunkten basiert auf derMessung von Tunnel-
strömen durch elektrostatisch de�nierte Potentialstrukturen. Im vorliegenden Kapi-
tel soll einÜberblick über die Theorie des Tunnelns durch einen einzelnen Quanten-
punkt gegeben werden. In Abschnitt3.1wird ausgehend von der klassischen Coulomb-
Blockade in metallischen Inseln die Theorie des linearen Transports durch Quanten-
punkte entwickelt. Dies wird in Abschnitt3.2 durch Behandlung der nichtlinearen
Transporteigenschaften fortgesetzt. In Abschnitt3.3 wird aufgef̈uhrt, wie durch An-
legen externer Magnetfelder Spektroskopie an den vorliegenden Quantenzuständen
betrieben werden kann. Ausgewählte Tunnelprozesse höherer Ordnung werden in Ab-
schnitt3.4beschrieben.

3.1 Linearer Transport

Ein Quantenpunkt ist eine elektrisch leitende Insel von einigen hundert Nanometern
Größe. Ist sie bei tiefen Temperaturen nur schwach durch Tunnelbarrieren an Zulei-
tungen gekoppelt, so tritt im durch diese Insel getragenen Strom das Pḧanomen der
Coulomb-Blockade auf [Kulik und Shekhter 1975, Averin und Likharev 1986]. Auf-
grund der elektrostatischen Wechselwirkung kann der Quantenpunkt im allgemeinen
nicht mit einer zus̈atzlichen Elementarladung geladen werden, so daß Strom durch das
System unterdr̈uckt ist. Nur f̈ur bestimmte Werte des elektrostatischen Potentials im
Quantenpunkt ist Ladungstransport möglich. Damit treten in Abḧangigkeit von einer
dieses Potential steuernden GatterspannungUg Oszillationen des Stroms oder des dif-
ferentiellen Leitwerts, die sogenannten Coulomb-Blockade-Oszillationen auf.
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Abbildung 3.1: Klassisches Ersatzschaltbild für einen Quantenpunkt. Diesource-drain-
SpannungUSD und die GatterspannungUg sowie die niederohmige Strommessung sind ange-
deutet. Die Tunnelbarrieren zusourceunddrain werden durch einen hochohmigen Widerstand,
die Coulomb-Wechselwirkung durch eine parallelgeschaltete Kapazität modelliert.

Abbildung3.1 zeigt ein einfaches Ersatzschaltbild für einenüber Tunnelbarrieren
an zwei mitsourceunddrain bezeichnete Reservoire gekoppelten Quantenpunkt. Die-
ser kann zum Beispiel durchsplit gates, wie in Abschnitt2.1und Abbildung2.3darge-
stellt, de�niert werden. Die Tunnelbarrieren zwischen demQuantenpunkt und seinen
Zuleitungen werden durch hochohmige Widerstände, die Coulomb-Wechselwirkung
durch eine jeweils parallelgeschaltete Kapazität modelliert. In Abbildung3.1 ist auch
die grunds̈atzliche Anordnung zur Messung eines Stroms durch den Quantenpunkt
angedeutet. Einesource-drain-SpannungUSD und eine rein kapazitiv an den Quanten-
punkt koppelnde GatterspannungUg werden durch externe Spannnungsquellen ange-
legt.

Der Grenzfall kleinersource-drain-SpannungUSD zwischen den Zuleitungen des
Quantenpunkts, in dem eine lineare Abhängigkeit zwischenUSD und dem Tunnelstrom
beobachtet wird, soll zuerst betrachtet werden. Man bezeichnet den entsprechenden
Bereich f̈ur jUSDj auch als Bereich linearer Antwort. Zur Vereinfachung der theoreti-
schen Betrachtung setzt man hier in der RegelUSD ' 0.

3.1.1 Klassische Coulomb-Blockade

Die zum Auftreten von Coulomb-Blockade benötigte Temperatur kann grob dadurch
abgescḧatzt werden, daß thermische Fluktuationen die Ladung des Quantenpunkts
nicht beein�ussen. Mit der Gesamtkapazität des QuantenpunktsCS = å i Ci als Summe
aller Kapaziẗaten zu Gattern, Zuleitungen und Masse und mitTel als der Elektronen-
temperatur der Zuleitungen gilt dann

kBTel � EC �
e2

CS
: (3.1)
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3.1. Linearer Transport

Die GrößeEC � e2=CS ist die sogenannte Ladeenergie des Quantenpunkts. Sie gibt,
wie sp̈ater gezeigt werden wird, im klassischen Fall dieÄnderung des chemischen Po-
tentials im Quantenpunkt wieder, die zum Laden mit einem weiteren Elektron ben̈otigt
wird.

Für die Ankopplung des Quantenpunkts an die Zuleitungen bei Beobachtung von
Coulomb-Blockade l̈aßt sich nach [Kawabata 1998, Grabert und Devoret 1992] die
zulässige Obergrenze aus der Heisenberg'schen Unschärferelation abscḧatzen. Be�n-
det sich ein̈uberz̈ahliges Elektron auf dem Quantenpunkt, so ist aufgrund der ben̈otig-
ten LadeenergieEC weiterer Transport blockiert. Die typische Zeitskala, in der das
Elektron den Quantenpunkt wieder verläßt, sei mitGS � 1=RS als dem gesamten den
Quantenpunkt an die Umgebung anbindenden Tunnelleitwert als t = RSCS = CS=GS
angenommen. Damit ein nachfolgendes Elektron die vorhandene Ladung

”
fühlt“ und

Coulomb-Blockade statt�ndet, muß die der Zeitt entsprechende Energieunschärfe
dE & ~=t deutlich kleiner alsEC sein. Aus diesen Bedingungen ergibt sich für GS
direkt die Beziehung

GS =
CS

t
.

CS

~
dE �

e2

~
: (3.2)

Die ersten Beobachtungen von Coulomb-Blockade-Phänomenen wurden an me-
tallischen Inseln durchgeführt [Grabert und Devoret 1992]. Aufgrund der hohen Zu-
standsdichte im Leitungsband �ndet hier bei realisierbaren Temperaturen immer
Transport durch eine Vielzahl von orbitalen Elektronenzuständen statt. Unter Ver-
nachl̈assigung der r̈aumlichen Quantisierungsenergien der Elektronen im durchden
Quantenpunkt gegebenen Einschlußpotential kann daher einelektrostatisches

”
ortho-

doxes“ Modell der Coulomb-Blockade aufgestellt werden [Beenakker 1991]. Dieses
geht bei der Herleitung der Coulomb-Blockade-Oszillationenvon thermodynamischen
Betrachtungen aus. Aus dem großkanonischen Ensemble ergibtsich die Wahrschein-
lichkeit, daß ein Quantenpunkt mitN Elektronen geladen ist, als

P(N) =
1
Z

exp
�

�
W(N)
kBT

�
(3.3)

mit dem großkanonischen PotentialW(N) = F(N) � µN, dem chemischen Potential der
Zuleitungenµ, und der freien EnergieF(N) = E(N) � ST. Bei ausreichend tiefer Elek-
tronentemperaturT kannF(N) durch die Grundzustandsenergie des Quantenpunkts
E(N) angen̈ahert werden.

Damit ein Tunnelstrom durch den Quantenpunkt �ießen kann, muß die Elektronen-
zahlN auf dem Quantenpunkt mindestens umDN = 1 �uktuieren können. Im Grenzfall
T ! 0 ist dies nur m̈oglich für P(N + 1) = P(N). Aus dieser Bedingung ergibt sich
nach trivialen Umformungen

E(N + 1) � E(N) = µ; (3.4)
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Abbildung 3.2: Energiediagramm für Einzelelektronentunneln durch einen Quantenpunkt.
Durch eine GatterspannungUg kann das lokale elektrostatische Potential variiert werden, so
daß dieser aus Coulomb-Blockade (a) zum Einzelelektronentunneln (b)übergeht und sich die
Elektronenzahl auf dem Quantenpunktändert. Als Funktion der GatterspannungUg mißt man
Coulomb-Blockade-Oszillationen des Leitwerts (c).

d.h. die Differenz der Grundzustandsenergien für N und N + 1 Elektronen auf dem
Quantenpunkt ist gleich dem chemischen Potential der Zuleitungen. Anschaulich ent-
spricht dies der Situation, daß ein Elektron von der Fermikante auf den Quantenpunkt
tunneln kann, diesen aber auch wieder verlassen kann, da es einen freien Zustand an
der Fermikante der Zuleitung �ndet. Zur Vereinfachung kannnun das chemische Po-
tential des Quantenpunktes als

µQP(N) � E(N + 1) � E(N) (3.5)

de�niert werden. Dann reduziert sich die Bedingung für Einzelelektronentunneln
(
”
single electron tunneling“, SET) im Bereich linearer Antwort aufµ = µQP, wie in

Abbildung3.2 veranschaulicht. Vernachlässigt man im Falle einer metallischen Insel
die Zustandsquantisierung, so läßt sich die EnergieE(N) durch die klassische Lade-
energie eines Kondensators mit GesamtkapazitätCS ann̈ahern. In der N̈ahe einer Gat-
terelektrode, diëuber eine KapazitätCg an den Quantenpunkt koppelt und an der die
SpannungUg relativ zu den Zuleitungen der Insel angelegt ist, gilt dann

E(N) ' Eklass.(N;Ug) =
1

2CS

�
eN+ CgUg

� 2 : (3.6)

Der Gatter-Konversionsfaktorag wird als Anteil der Kapaziẗat zwischen Quanten-
punkt und diesem Gatter an der Gesamtkapazität des Quantenpunkts

ag �
Cg

CS
(3.7)

de�niert. Aus Gleichungen3.4 und 3.6 erḧalt man dann im Falle von Einzelelektro-
nentunneln

µ = eagUg +
e2

CS

�
N +

1
2

�
= eagUg + EC

�
N +

1
2

�
: (3.8)
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Abbildung 3.3: Klassische Coulomb-Blockade: Modell des schrittweisen Ladens einer metal-
lischen Insel duch Variieren einer kapazitiv ankoppelnden GatterspannungUg. (a) Elektrosta-
tische Energie des Quantenpunkts bei sukzessiven Elektronenzahlen(durchgezogene Linien)
und Energiedifferenz zwischen benachbarten Kon�gurationen (gestrichelte Linie), (b) diffe-
rentieller Leitwert (f̈ur T ' 0 undUSD ' 0) durch den Quantenpunkt und (c) mittlere Elektro-
nenzahl auf dem Quantenpunkt als Funktion vonUg.

Nimmt man ag als konstant an, so ergeben sichäquidistante Coulomb-Blockade-
Oszillationen mit Periode

DUg =
e

agCS
=

e
Cg

: (3.9)

Abbildung 3.3 illustriert nochmals diese Zusammenhänge: Die durchgezogenen
Linien in Skizze3.3(a) geben die elektrostatische Energie des Quantenpunkts nach
Gleichung3.6 bei verschiedenen sich jeweils umDN = 1 unterscheidenden Elektro-
nenzahlen als Funktion der GatterspannungUg wieder. Als gestrichelte Linie ist der
Energieunterschied zwischen den jeweils zwei energetischgünstigsten Kon�guratio-
nen aufgetragen. Setzt man die GatterspannungUg so, daß zwei Kon�gurationen ener-
getischäquivalent sind, so kann ein Tunnelstrom �ießen, wie in Abbildung3.3(b) zu
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sehen ist. Abseits dieser Gatterspannungswerte in Coulomb-Blockade ist die Elektro-
nenzahl im Quantenpunkt konstant. Erhöht manUg, so nimmt sie jeweils beim Durch-
queren eines Leitwertmaximums umDN = 1 zu (Abbildung3.3(c)).

3.1.2 Von der klassischen metallischen Insel zum Quantenpunkt

Bisher wurde ausschließlich der Fall einer metallischen Insel behandelt. Die r̈aumliche
Quantisierung der Elektronenzustände im Einschr̈ankungspotential kann hier aufgrund
der hohen elektronischen Zustandsdichte im Leitungsband vernachl̈assigt werden. Im
Gegensatz dazu können in Halbleiter-Nanostrukturen Potentiale erreicht werden, de-
ren Einteilchen-NiveauabstandDe die thermische VerbreiterungkBT überschreitet.
Damit werden quantenmechanische Effekte im Transport maßgeblich. Die Messung
der Coulomb-Blockade-Oszillationen ermöglicht so die Transportspektroskopie der

”
künstlichen Atome“.

Drei Parameterbereiche können abḧangig vom Einteilchen-NiveauabstandDeund
der Lebensdauerverbreiterung~G der Elektronenzustände im Quantenpunkt unter-
schieden werden. Hierbei wird mitkBT � EC � e2=CS vorausgesetzt, daß Coulomb-
Blockade vorliegen kann.

1. Metallischer (klassischer) Limes:~G� De� kBT � EC

Unter Annahme einer quasi-kontinuierlichen Zustandsdichte �ndet Tunneln
durch eine Vielzahl von Quantenniveaus im thermisch zugänglichen Ener-
giebereich statt. Dies entspricht dem im vorhergehenden Abschnitt diskutier-
ten Fall, beschrieben durch das

”
orthodoxe Modell“ der Coulomb-Blockade

[Kulik und Shekhter 1975, Averin und Likharev 1986, Beenakker 1991]. Da die
klassische elektrostatische Ladeenergie die Gesamtenergie des Quantenpunkts
dominiert, treten die Coulomb-Blockade-Oszillationen nahezu äquidistant auf.
D sei die Zustandsdichte in der metallischen Insel,GS und GD die Tunnelraten
zwischen Insel und Zuleitungsourcebzw. drain. Ferner sei mitUg0 der Gatter-
spannungswert bezeichnet, an dem das Zentrum eines Leitwertmaximums auf-
tritt. Ausgehend von der Fermi-Verteilung der Elektronen in den Zuleitungen
können dann f̈ur Linienform und maximalen Leitwert die Beziehungen

G = Gmax
eag

�
Ug � Ug0

�

kBT
sinh� 1

 
eag

�
Ug � Ug0

�

kBT

!

' Gmax cosh� 2

 
eag

�
Ug � Ug0

�

2;5kBT

! (3.10)
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3.1. Linearer Transport

sowie

Gmax =
e2D
2

GSGD

GS+ GD
(3.11)

hergeleitet werden [Beenakker 1991].

2. Thermisch verbreitertes Einzelniveautunneln:~G� kBT � De. EC

Ist die Elektronentemperatur der Zuleitungen ausreichendniedrig, so �ndet Tun-
neln nur durch einen einzelnen Quantenzustand statt. Abhängig vom Verḧaltnis
zwischenDeund der klassischen Ladeenergie können nahezu regelm̈aßige oder
aperiodische Coulomb-Blockade-Oszillationen auftreten. Die Linienform wird
nach [Beenakker 1991] durch

G = Gmax cosh� 2

 
eag

�
Ug � Ug0

�

2kBT

!

(3.12)

mit

Gmax =
e2

4kBT
GSGD

GS+ GD
(3.13)

beschrieben. Insbesondere giltGmax µ T � 1.

3. Lebensdauerverbreitertes Einzelniveautunneln:kBT � ~G� De

Dominiert die Lebensdauerverbreiterung des lokalisierten Elektronenzustands
über die thermische Verbreiterung der Fermikante in den Zuleitungen, so n̈ahert
man sich dem Fall koḧarenten wechselwirkungsfreien Tunnelns durch eine Dop-
pelbarrierenstruktur. Die Linienform ist dann durch eine Breit-Wigner-Kurve

G = Gmax

� G
2

� 2

� G
2

� 2
+

�
eag

�
Ug � Ug0

�� 2
(3.14)

mit Maximalwert

Gmax = G
e2

h
GSGD

GS+ GD

4
G

(3.15)

gegeben [Beenakker 1991]. Hierbei bezeichnetGdie Entartung des am Tunneln
beteiligten Elektronenzustands.G ist wie bisher die der Lebensdauerverbreite-
rung entsprechende Tunnelrate.

Tabelle3.1 faßt diese drei F̈alle nochmals zusammen. Da in experimentell reali-
sierten elektrostatisch de�nierten Quantenpunkten oftkBT ' ~Ggilt, muß in diesem
Falle eine Faltung der entsprechenden Kurvenformen aus Parameterbereichen 2 und 3
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3. Theorie des Einzelelektronentunnelns durch Quantenpunkte

~G� kBT metallische Insel, kontinuierliche Zustandsdichte
De� kBT Äquidistante CB-Oszillationen

Thermische Linienverbreiterung der Leitwertmaxima
Linienform nach Gleichung3.10
LeitwertmaximumGmax(T) = const.

~G� kBT � De Tunneln durch einen einzelnen Quantenzustand
Aperiodische CB-Oszillationen
Thermische Linienverbreiterung der Leitwertmaxima
Linienform nach Gleichung3.12
LeitwertmaximumGmax(T) µ T � 1

kBT � ~G� De Tunneln durch einen einzelnen Quantenzustand
Aperiodische CB-Oszillationen
Breite der Leitwertmaxima durch Lebensdauer des
Quantenzustands dominiert
Linienform nach Gleichung3.14
LeitwertmaximumGmax(T) = const.

Tabelle 3.1: Im Einzelelektronentunneln auftretende Transportregimes. Generell werden die
Bedingungen f̈ur Coulomb-Blockade entsprechend Gleichungen3.1und3.2vorausgesetzt.

angenommen werden. Nach [Goldhaber-Gordon u. a. 1998a] ergibt sich dann f̈ur die
Halbwertsbreite der Einzelelektronentunneln-Resonanzendie Näherung

FWHM(G;T) = 0;78G+ 3;52kBT: (3.16)

Mittels temperaturabḧangiger Messungen kann diese Beziehung zur Bestimmung von
Gund der minimal erreichbaren Elektronentemperatur verwendet werden.

3.1.3 Das”constant interaction model“

Liegt Tunneln durch einen einzelnen Elektronenzustand vor, so kann der quantenme-
chanische Anteil der Ladeenergie zur Transportspektroskopie, d.h. zur Charakterisie-
rung der elektronischen Zustände des Quantenpunkts, genutzt werden. Im Bereich li-
nearen Transports ist dabei lediglich der Grundzustand desQuantenpunkts bei ver-
schiedenen ElektronenzahlenN zug̈anglich (

”
addition spectroscopy“).

In der N̈aherung des sogenanntenconstant interaction model
[Glazman und Shekhter 1989, McEuen u. a. 1991] wird angenommen, daß sich
die GrundzustandsenergieE(N) des mit N Elektronen geladenen Quantenpunkts
als Summe der klassischen LadeenergieEklass.(N) aus Gleichung3.6 und der
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3.2. Nichtlinearer Transport

quantenmechanischen Einteilchen-Energienei aller Elektronen im elektrostatischen
Begrenzungspotential

E(N) = Eklass.(N)+
N

å
i= 1

ei (3.17)

beschreiben läßt. Wechselwirkungen der Elektronen mit dem umgebenden Kristallgit-
ter gehenüber die effektive Elektronenmasse in das Modell ein. Wechselwirkungen
zwischen den im Potentialtopf gefangenen Elektronen werden jedoch allein durch die
klassische elektrostatische EnergieEklass.(N) ber̈ucksichtigt.

In Analogie zu Gleichungen3.8 und 3.9 ist nun die Bedingung für das Leitwert-
maximum amÜbergang zwischen ElektronenzahlenN undN + 1

Ug(N) =
1

eag
(µ� eN+ 1) �

e
Cg

�
N +

1
2

�
: (3.18)

Der Abstand zwischen den aufeinanderfolgenden Leitwertmaxima, an denen die Elek-
tronenzahl zwischenN � 1 undN bzw. zwischenN undN + 1 �uktuiert, ist durch

�
�DUg(N)

�
� =

1
eag

(eN+ 1 � eN) +
e

Cg
(3.19)

gegeben. Zur Vereinfachung der Notation soll ein Leitwertmaximum, an dem die Elek-
tronenzahl beispielsweise zwischenN und N + 1 �uktuiert, im folgenden als

”
Leit-

wertmaximum mit ElektronenzahlN $ N + 1“ oder
”
Leitwertmaximum amÜber-

gangN $ N + 1“ bezeichnet werden. Mit dem
”
Übergang bei den Elektronenzahlen

N = 1 $ 2“ wird dementsprechend das Leitwertmaximum bezeichnet, an dem die
Elektronenzahl zwischenN = 1 undN = 2 �uktuiert.

Für das quantenmechanische Einschränkungspotential kann als Modell ein zweidi-
mensionaler parabolischer Potentialtopf angenommen werden. Auf die Transportspek-
troskopie mittels externer Magnetfelder, die sich die Dispersion der Zusẗande zunutze
macht, wird in Abschnitt3.3eingegangen.

3.2 Nichtlinearer Transport

Im bisher betrachteten Bereich linearer Antwort ist der Strom durch einen Quanten-
punkt proportional zursource-drain-SpannungUSD. Dies ist im Allgemeinen nur f̈ur
sehr kleine SpannungenjUSDj gegeben, bei denenjeUSDj die Linienbreite der Leit-
wertmaxima deutlich unterschreitet. Eine endlichesource-drain-Spannung̈offnet ein
endliches Transportfenster, und für µD < µS wird Einzelelektronentunneln bei

µD � µQP � µS (3.20)
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Abbildung 3.4: Nichtlineare Transportspektroskopie: Schema einer Messung des Stroms
durch einen Quantenpunkt als Funktion der Spannung an einem KontrollgatterUg und der
source-drain-SpannungUSD. Coulomb-Blockade (CB) �ndet in rautenförmigen hellen Berei-
chen entlangUSD = 0 statt. An den eingezeichneten Kanten dieses Bereichs, S und D, setzt
Einzelelektrontunneln (SET,single electron tunneling) ein. Die Ausschnittsvergrößerung zeigt
zus̈atzlich Stufen im Tunnelstrom, die durch angeregte Zustände des Quantenpunkts entstehen
(siehe Text).
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3.2. Nichtlinearer Transport

beobachtet. Dies ist in Abbildung3.4 demonstriert. Die weißen Bereiche, in denen
aufgrund von Coulomb-Blockade kein Ladungstransport statt�ndet, bilden Rauten ent-
lang USD = 0. Die Grenzen dieser Coulomb-Blockade-Bereiche sind durch Unglei-
chung3.20gegeben. Linie S in Abbildung3.4entspricht der Ausrichtung des chemi-
schen Potentials des Grundzustandsübergangs im Quantenpunkt am chemischen Po-
tential in dersource-Zuleitung, Linie D der Ausrichtung am chemischen Potential in
drain. An beiden Linienöffnet sich jeweils ein Transportkanal, so daß in den angren-
zenden Rautenfeldern Einzelelektronentunneln statt�ndet. Dies ist zur Verdeutlichung
in Abbildung 3.4 schematisch dargestellt. Bei weiterer Erhöhung vonjUSDj werden
sukzessive Mehrelektronenprozesse ermöglicht, so daß der Tunnelstrom zunimmt. In
diesem Zusammenhang spricht man auch von der sogenanntenCoulomb staircase.

Zur quantitativen Ber̈ucksichtigung einer endlichensource-drain-Spannung muß
im elektrostatischen Modell von Abschnitt3.1.1 zus̈atzlich der Effekt einer Poten-
tialänderung in den Kontakten auf den Quantenpunkt mit einbezogen werden. Man
de�niert CS undCD als Kapaziẗaten zwischen Quantenpunkt undsourcebzw. drain
undaS � CS=CS bzw. aD � CD=CS als die entsprechenden Konversionsfaktoren. Für
die Gesamtkapazität setzt man dannCS = CS+ CD + Cg + CRestan. Diesource-drain-
Spannung entspricht dem PotentialunterschiedµS � µD = eUSD. Für die Rechnung sei
angenommen, daßµD = const. gilt.

Entlang Linie D wird die BedingungµD = µQP erfüllt. Damit gilt in Analogie zu
Gleichung3.18

µD = eN +
�

N +
1
2

�
e2

CS
+ e

�
aSUSD+ agUg

�
= const. (3.21)

Entsprechend läßt sich f̈ur Linie S die Beziehung

µD = eN +
�

N +
1
2

�
e2

CS
+ e

�
(aS � 1)USD+ agUg

�
= const. (3.22)

ableiten. Die Steigungen der beiden Grenzlinien ergeben sich damit zu

sD �
dUg

dUSD

�
�
�
�
D

= �
aS

ag
= �

CS

Cg
(3.23)

sS �
dUg

dUSD

�
�
�
�
S

=
1� aS

ag
=

CS � CS

Cg
(3.24)

und erlauben̈uber

ag =
1

jsSj + jsDj
(3.25)

eine direkte Bestimmung des Konversionskoef�zientsag.
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3. Theorie des Einzelelektronentunnelns durch Quantenpunkte

Die in Abbildung3.4grau schattierten Bereiche des Einzelelektronentunnelns sind
wie in der Ausschnittsvergrößerung angedeutet bei Halbleiterquantenpunkten nicht
strukturlos. Mit zunehmendersource-drain-SpannungUSD tragen zus̈atzlich zu den
elektronischen Grundzuständen auch angeregte Zustände des Quantenpunkts mit zum
Transport bei. In der Ausschnittsvergrößerung in Abbildung3.4 ist schematisch das
Öffnen zweier zus̈atzlicher Transportkan̈ale eingezeichnet. NacḧUberschreiten von
Linie S' steht ausreichend Energie zur Verfügung, daß Elektronen aus Zuleitung
sourcein einen angeregten(N + 1)-Elektronen-Zustand des Quantenpunkts mit Ener-
gieE� (N + 1) > E(N + 1) tunneln k̈onnen. Entlang Linie S' ist also die Bedingung

µS = E� (N + 1) � E(N) > E(N + 1) � E(N) (3.26)

erfüllt. Analog kann nachÜberschreiten von Linie D' nicht nur das energetisch
höchste, sondern auch ein energetisch tieferliegendes Elektron beimÜbergang von
(N + 1) Elektronen zuN Elektronen den Quantenpunkt verlassen. Dieser verbleibt in
einem angeregtenN-Elektronen-Zustand. Die Lage von Linie D' wird entsprechend
durch die Gleichung

µD = E(N + 1) � E� (N) < E(N + 1) � E(N) (3.27)

beschrieben. Ḧohere Anregungen sowie Tunnelprozesse, die sowohl einen angeregten
N-Elektronen-Zustand als auch einen angeregten(N + 1)-Elektronen-Zustand invol-
vieren, sind ebenfalls m̈oglich. Messungen im nichtlinearen Transport ermöglichen
damit bei entsprechend hohersource-drain-Spannung die Charakterisierung angereg-
ter Zusẗande innerhalb des durchUSD gegebenen Energiefensters (

”
excitation spectros-

copy“).

Die Verfügbarkeit eines zusätzlichen Transportkanals führt allerdings nicht not-
wendigerweise zu einer Erhöhung des Tunnelstroms. Dies kann dadurch erklärt wer-
den, daß auch bei Vorhandensein mehrerer Transportkanäle aufgrund der Coulomb-
Abstoßung zu einem Zeitpunkt immer nur ein Elektronüber genau einen der entspre-
chenden Zustände zum Strom beitragen kann (sequenzielles Tunneln). Istein neu ent-
stehender Transportkanal beispielsweise schwächer an dendrain-Kontakt als ansource
gekoppelt, so kann ein Elektron mit hoher Wahrscheinlichkeit in den entsprechenden
Zustand auf den Quantenpunkt tunneln. Es verbleibt dort jedoch lange und blockiert
so das Einzelelektronentunneln. Der durch den Quantenpunkt �ießende Strom geht
damit zur̈uck. Ein m̈oglicher Mechanismus, der zu einem derartigen Szenario führt, ist
die sogenannte Spin-Blockade Typ I angeregter Zustände [Weinmann u. a. 1995, 1996,
Weis u. a. 1993].

Um eine ḧohere Au�ösung zu erreichen, wird bei der Transportspektroskopie ange-
regter Zusẗande typischerweise mittels einer Lock-in-Messung statt des Stroms durch
den Quantenpunkt der differentielle Leitwert dI=dUSD bestimmt. Tr̈agt man ihn als
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3.3. Transportspektroskopie mittels externer Magnetfelder

Funktion dersource-drain-SpannungUSD und einer GatterspannungUg auf, so wer-
den die Kanten aus Abbildung3.4, entlang derer der Tunnelstrom zu- oder abnimmt,
als diskrete Linien endlichen Leitwerts sichtbar.

3.3 Transportspektroskopie mittels externer Magnet-
felder

3.3.1 Ein�uß der Zuleitungen

Bringt man ein zweidimensionales Elektronengas hoher Beweglichkeit in ein star-
kes Magnetfeld senkrecht zur Ebene des Elektronengases, sobilden sich diskrete
elektronische Energieniveaus, die sogenannten Landau-Niveaus [Kittel 1996]. Mit
wc = jej B? =m� als der Zyklotronfrequenz ist die Energie des Landau-Niveaus mit
Indexl (l = 0;1;2; : : : ) durch

ELand.,l = ~wc

�
l +

1
2

�
(3.28)

gegeben. Der F̈ullfaktor n2DEG des zweidimensionalen Elektronengases ist dann de�-
niert als der Quotient aus der Elektronen�ächendichtens und der Zahl der Zustände
pro Fl̈ache und Landau-Niveau ohne Berücksichtigung der Spinentartung, also

n2DEG =
ns

jejB? =h
: (3.29)

Damit ist die Zahl der beiT = 0 vollsẗandig besetzten zweifach spinentarteten Landau-
Niveaus gleich dem ganzzahligen Anteil vonn2DEG=2 [Datta 1995]. Die diskreten
Energieniveaus führen bei Variation des Magnetfelds zu einer Oszillation des chemi-
schen Potentials um die Fermi-Energie beiB? = 0. Dies ist in Abbildung3.5 für den
Fall vernachl̈assigbarer Zeeman-Aufspaltung der elektronischen Zustände dargestellt.
Die gepunkteten Linien geben die Energien der Landauniveaus in Abḧangigkeit vom
MagnetfeldB? wieder. Jeweils bei Vorliegen eines geradzahligen Füllfaktors �ndet
ein Übergang des durchgezogen eingezeichneten chemischen Potentials zum n̈achst-
niedrigeren Landau-Niveau statt. Da die Gatterspannung, bei der Leitwertmaxima ei-
nes Quantenpunkts auftreten, sowohl von der Lage der diskreten Energieniveaus des
Quantenpunkts als auch vom chemischen Potential der Zuleitungen abḧangt, kann eine
entsprechende Verschiebung der Maxima in magnetfeldabhängigen Messungen beob-
achtet werden. Sie wirkt gleichermaßen auf alle Maxima, ohne Rücksicht auf Elektro-
nenzahl oder Quantenzustand des Quantenpunkts.
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Abbildung 3.5: Oszillation des chemischen Potentialsµ der Zuleitungen im variierten Ma-
gnetfeld. Die Spr̈unge des chemischen Potentials treten jeweils bei geradzahligen Füllfaktoren
n2DEG im zweidimensionalen Elektronengas auf. Die Energien der Landauniveaus sind als ge-
punktete Linien eingezeichnet.

3.3.2 Spinzusẗande, Zeeman-Aufspaltung

Die Zeeman-Wechselwirkung der Elektronenspins mit dem externen Magnetfeld

HZ = gµB~B�~S (3.30)

bewirkt eine Aufspaltung der elektronischen Zustände unabḧangig von der Ausrich-
tung des Magnetfelds. In GaAs führt die niedrige effektive Elektronenmassem� =
0;066me zu einem versẗarkten Ein�uß orbitaler Effekte auf die Zustandsenergieen.
Deshalb und wegen des in GaAs niedrigen effektiven Landé-Faktorsg = � 0;44 ist die
Zeeman-Aufspaltung der Spin-Zustände um mehr als eine Größenordnung kleiner als
orbitale Drehimpulseffekte. Sie ergibt sich für DSz = 1 zu

DEZ = gµBBz ' 25;5
µeV
T

: (3.31)

Eine direkte Beobachtung erfordert niedrige Linienbreitenund hohe magnetische Fel-
der [Hanson u. a. 2003, 2004].
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3.3.3 Fock-Darwin-Spektrum

Für das Einschr̈ankungspotential eines Quantenpunkts wird als Modell oft ein zwei-
dimensionaler parabolischer Potentialtopf mit Oszillatorkonstantew0 angenommen.
Wegen des endlichen Abstands der Gatterelektroden vom zweidimensionalen Elek-
tronengas handelt es sich hierbei um eine gute Näherung. Der zugehörige orbitale
Einteilchen-Hamiltonoperator in einem Magnetfeld~B = rot~A ergibt sich zu

H =
1

2m�

�
~p� j ej~A

� 2
+

1
2

m� w2
0r2: (3.32)

Ist das MagnetfeldB? senkrecht zur Ebene des zweidimensionalen Elektronengases
gerichtet, so erḧalt man unter Zuhilfenahme der Zyklotronfrequenzwc = jej B? =m�

H =
p2

2m� +
1
2

m�
�

w2
0 +

1
4

w2
c

�
r2 �

1
2

wclz (3.33)

mit~r als Orts-,~p als Impuls- undlz = xpy � ypx als Drehimpulsoperator inz-Richtung
parallel zum Magnetfeld.

Die Einteilchen-Eigenzustände eines derartigen Potentialtopfes wurden von
V. Fock und C. G. Darwin analysiert [Fock 1928, Darwin 1930, Jacak u. a. 1998].
Seine Energieeigenwerte sind durch

enm = ~

r

w2
0 +

1
4

w2
c (n+ 1) �

1
2

~wcm (3.34)

gegeben, wobein = 0;1; : : : die Hauptquantenzahl (entsprechend der Energie) und
m = � n; � n+ 2; : : : ;n � 2;n die Winkelquantenzahl (entsprechend dem Drehimpuls)
darstellt.

Analog zum Wasserstoffatom ist eine Aufspaltung der Wellenfunktionen in radia-
len und winkelabḧangigen Teil

F (r;q) = Y m(q)Rnm(r) (3.35)

sinnvoll. Aus der Rotationssymmetrie des Modellpotentialsergibt sich die triviale
Winkelabḧangigkeit

Y m(q) =
1

p
2p

eimq (3.36)

als Eigenfunktion des zweidimensionalen Drehimpulsoperators. Der radiale Teil der
Wellenfunktion kann durch

Rnm(r) =

p
2

l0

s
nr !

(nr + jmj)!

�
r
l0

� jmj

exp
�

�
r2

2l20

�
Ljmj

nr

�
r2

l20

�
(3.37)
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Abbildung 3.6: (a) Energie der Fock-Darwin-Einteilchenzustände im MagnetfeldB? für
w0 = 0;4meV, unter zus̈atzlicher Ber̈ucksichtigung der Spinentartung (für B = 0) beziehungs-
weise der Zeeman-AufspaltungDEZ = gµBB. (b) Entsprechende Verschiebung der ersten 10
Leitwertmaxima imconstant interaction modelentsprechend Gleichungen3.18 und 3.34.
Zur besseren Verdeutlichung der Verschiebung wird eine (unrealistisch kleine) Ladeenergie
EC = 0;2meV angenommen. Wechselwirkungen zwischen den Elektronen sind vernachl̈assigt,
so daß alle orbitalen Zustände immer abwechselnd mit Elektronen entgegengesetzt ausgerich-
teten Spins aufgefüllt werden.

ausgedr̈uckt werden. Hierbei istl0 die charakteristische L̈angenskala der Wellenfunk-
tion, im folgenden auch als Fock-Darwin-Länge bezeichnet,

l0 =
lB

4
q

1+ 4w2
0=w2

c

; lB =

s
~

jej B?
: (3.38)

Ljmj
nr bezeichnet die Laguerre-Polynome

Ljmj
nr (x) =

1
m!

x� jmj ex dnr

dxnr

�
xnr+ jmj e� x

�
; (3.39)

und die Radialquantenzahlnr ergibt sich alsnr = ( n� j mj)=2.

30
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Die Entwicklung der Zustandsenergien im Magnetfeld ist in Abbildung 3.6(a)
für w0 = 0;4meV dargestellt; Abbildung3.6(b) verdeutlicht die hieraus resultieren-
den Positionen der Leitwertmaxima. Die Spin-Entartung (bei B = 0) und Zeeman-
Aufspaltung (beiB > 0) wird in einem einfachen Modell mit einbezogen, nicht jedoch
Wechselwirkungen der Elektronen untereinander oder die Hund'schen Regeln. F̈ur ei-
ne detailliertere Behandlung sei auf [Kouwenhoven u. a. 2001] verwiesen.

Im Grenzfall kleinen MagnetfeldsB? ' 0 ergibt sich in GaAs f̈ur Dm = 2 eine
Drehimpulsaufspaltung der beiB? = 0 entarteten Oszillatorzustände von

DeB? ' 0(B? ) ' ~wc ' 1;75
meV

T
: (3.40)

Für N > 4 Elektronen �nden mit wachsendem Magnetfeld Grundzu-
stands̈uberg̈ange statt. Der energetisch niedrigste verfügbare Quantenzustand
wechselt, was an einer̈Anderung der Magnetfeldabhängigkeit der Eigenenergie
sichtbar wird. Im Fall hohen Magnetfelds existiert für B? ! ¥ der Grenzwert
en;m ! ~wc(n � m+ 1)=2. Damit gehen die Zustände aufgrund der magnetischen
Einschr̈ankung in die Landau-Niveaus des freien zweidimensionalenElektronengases
über. Ein Zustand mit Quantenzahlenn und m kann dem Landau-Niveau mit Index
l = ( n � m)=2 zugeordnet werden. De�niert man einen Füllfaktor n des Quan-
tenpunkts analog zum Füllfaktor des freien Elektronengases, so liegt bei Erhöhen
des Magnetfeldsn � 2 nach dem letzten orbitalen Grundzustansübergang vor. Im
Bereich 2� n � 1 werden aufgrund der Zeeman-Wechselwirkung die Elektronenspins
sukzessive ausgerichtet, was zu weiteren Grundzustandsüberg̈angen auf kleinerer
Energieskala f̈uhrt. F̈ur n . 1 bildet sich ein sogenanntesmaximum density droplet
spinpolarisierter Elektronen [Oosterkamp u. a. 1999].

3.4 Tunnelprozesse ḧoherer Ordnung

Liegt Coulomb-Blockade vor, so kann ein Tunnelstrom nicht durch Tunnelprozesse
erster Ordnung getragen werden. Prozesse höherer Ordnung, die durch Tunnelnüber
virtuelle Zusẗande oder Mehrelektronenprozesse beschrieben werden, bleiben jedoch
möglich und k̈onnen insbesondere bei tiefen Temperaturen beobachtet werden.

3.4.1 Kotunneln in Coulomb-Blockade

Mit dem Begriff Kotunneln werden zusammenfassend Tunnelprozesse ḧoherer Ord-
nung bezeichnet. Diese können, aber m̈ussen nicht zu zusätzlichen Beitr̈agen im Strom
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Abbildung 3.7: Kotunneln durch einen Quantenpunkt. (a) Schema einer Strom-Messung als
Funktion von GatterspannungUg und source-drain-SpannungUSD (vgl. Abbbildung 3.4).
(b) Elastisches Kotunneln unter Ausnutzung eines

”
virtuellen“ unbesetzten Zustands. (c) Bei-

spiel für einen zwei Elektronen involvierenden elastischen Kotunnelprozess.(d) Inelastisches
Kotunneln. Nach [De Franceschi u. a. 2001].

durch einen Quantenpunkt führen. Sie werden insbesondere im Bereich der Coulomb-
Blockade, in dem Tunnelprozesse erster Ordnung energetischunmöglich sind, sichtbar
[Geerligs u. a. 1990, De Franceschi u. a. 2001]. Grunds̈atzlich besteht die M̈oglichkeit
einer Einteilung in zwei Kategorien. Unter elastischem Kotunneln versteht man Pro-
zesse, bei denen die Energie des Quantenpunkts nach Abschluß des Prozesses un-
ver̈andert ist. Inelastisches Kotunneln hingegen kann den Quantenpunkt in einem an-
geregten Zustand hinterlassen.

Abbildung 3.7 skizziert mehrere derartige Prozesse. Dabei sind spezielldiejeni-
gen F̈alle ausgeẅahlt, die einen Beitrag zum meßbaren Tunnelstrom liefern können. In
Abbildung3.7(b) �ndet elastisches Kotunneln durch einen unbesetzten Zustand ober-
halb des chemischen Potentials statt. Ein Elektron tunneltdurch die rechte Tunnel-
barriere auf einen

”
virtuellen Zustand“ des Quantenpunkts. Die Lebensdauer dieses

Zustands ḧangt über die Heisenberg'sche Unschärferelation mit dem Fehlbetrag an
Ladeenergie, der zu seiner Besetzung benötigt wird, zusammen. Abbildung3.7(c) gibt
den hierzu spiegelbildlichen Prozeß wieder, der auch durchdas Kotunneln eines Lochs
über einen virtuellen Zustand in entgegengesetzter Richtung beschrieben werden kann.
Hier �ndet ein Zweielektronen-Prozeß statt. Ein im Quantenpunkt gefangenes Elek-
tron verl̈aßt diesen in Richtungdrain-Kontakt, ein zweites Elektron tunnelt zugleich
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3.4. Tunnelprozesse höherer Ordnung

aus demsource-Kontakt in den Quantenpunkt. Beide Vorgänge aus Abbildung3.7(b)
und (c) haben gemeinsam, daß die Energie der tunnelnden Elektronen und die Energie
des Quantenpunkts nach Abschluß des Tunnelprozesses den gleichen Wert wie zuvor
annehmen. Damit handelt es sich in beiden Fällen um elastisches Kotunneln.

In Abbildung3.7(d) ist im Gegensatz hierzu ein inelastischer Kotunnelprozeß skiz-
ziert. Ein Elektron verl̈aßt den Quantenpunkt aus dessen Grundzustand, ein zwei-
tes tunnelt im durch die Heisenberg'sche Unschärferelation gegebenen Zeitfenster in
einen angeregten Zustand des Quantenpunkts mit AnregungsenergieDe� . Hierbei wird
dem Quantenpunkt Energie hinzugefügt. Damit ist dieser Prozeß nur bei ausreichend
großersource-drain-Spannung m̈oglich. Der Kotunnelstrom in Coulomb-Blockade
nimmt zu, sobald der Betrag der Source-Drain-Spannung den Wert De� =e überschrei-
tet. Dies ist in Abbildung3.7(a) durch die hellgrauen Bereiche innerhalb der Coulomb-
Blockade-Region verdeutlicht.

3.4.2 Kondo–Effekt

Der sogenannte Kondo-Effekt beschreibt eine bei tiefen Temperaturen auftreten-
de Anomalie der elektrischen Leitung von Metallen. Magnetische Verunreinigungen
führen zu einem Anstieg des Widerstandes unterhalb der charakteristischen Kondo-
TemperaturTK. Das Modell hierzu beruht darauf, daß eine spinentartete, aber nur ein-
fach mit einem Elektron besetzte Störstelle vorliegt. Als Folge virtueller̈Uberg̈ange
von Leitungsbandelelektronen in den unbesetzten Zustand bildet sich eine effektive an-
tiferromagnetische Austauschwechselwirkung [Anderson 1984] zwischen der Sẗorstel-
le und den umgebenden Elektronen.

Dies wurde von Jun Kondo 1964 durch den Hamilton-Operator

HKondo = å
s;~k

e~kc
†
s~k

cs~k � 2J~s(0) �~S (3.41)

beschrieben [Kondo 1964]. Hierbei ist~s(0) der effektive Spin der Leitungsbandelektro-
nen am Ort der Störstelle und~Sder Spin der Sẗorstelle.c†

s~k
stellt den Erzeugeroperator

für ein Leitungsbandelektron mit Spins und Wellenvektor~k dar.

Der sogenannte Anderson-Hamiltonoperator [Anderson 1961] liefert eine allge-
meinere Beschreibung des Problems. Mitf †

c als Erzeugeroperator für ein Sẗorstellen-
elektron mit Spinc, EC als Maß f̈ur die Ladeenergie der Störstelle und denV�

cs~k
als
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Abbildung 3.8: Kondo-Effekt in Metallen und Quantenpunkten: (a) Schematische Zeichnung
einer Sẗorstelle mit ungepaartem Spin in einem Metall (links). Die Hybridisierung des lokali-
sierten Spins mit Leitungsbandelektronen führt zu einem Maximum der lokalen Zustandsdich-
te an der Fermikante (rechts). (b) Analoge Zeichnung für einen mit einem Elektron geladenen
Quantenpunkt (siehe Text).

Übergangsmatrixelementen zwischen Leitungsband und Störstelle ist er durch

HAnderson= å
s;~k

e~kc
†
s~k

cs~k + ef å
c

f †
c fc +

EC

2 å
c06= c

f †
c0fc0f †

c fc+

å
c;s;~k

�
Vcs~k f †

c cs~k + V�
cs~k

fcc†
s~k

�
;

(3.42)

gegeben. In Gleichung3.42 beschreiben die ersten beiden Terme die Energie der
Leitungsband- und Störstellenelektronen in Abwesenheit der Wechselwirkung. Der
dritte Term bewirkt eine Unterdrückung der Doppelbesetzung der Störstelle. Die letzte
Summe schließlich beschreibt die Austauschwechselwirkung. Es kann gezeigt wer-
den, daßHKondo ein effektiver Hamiltonoperator für niederenergetische Prozesse ist.
Er folgt ausHAndersonin Abwesenheit von Prozessen, die die Störstelle entleeren oder
doppelt besetzen [Anderson 1984, Schrieffer und Wolff 1966].

Die Austauschwechselwirkung führt zur Ausbildung eines gebundenen Zustands
aus dem Sẗorstellenspin und einem

”
Spin der Umgebung“. Als weitere Konsequenz

bildet sich ein lokales Maximum der Zustandsdichte der Störstelle an der Fermikante,
wie in Abbildung3.8(a) verdeutlicht wird. Elektron-Elektron-Streuung führt dann zu
der beobachteten Erhöhung des elektrischen Widerstandes in Metallen unterhalbder
Kondo-TemperaturTK.
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Das Modell einer lokalisierten magnetischen Störstelle l̈aßt sich auf einen unge-
paarten Elektronenspin in einem Quantenpunktübertragen [Glazman und Raikh 1988,
Ng und Lee 1988] . Wie im Falle des metallischen Kondo-Effekts bildet sich auch hier
ein lokales Maximum der Zustandsdichte an der Fermikante der Zuleitungen. Aller-
dings f̈uhrt dies nicht wie im Metall zu einem erhöhten elektrischem Widerstand für
T < TK, sondern zu erḧohtem Leitwert, da Tunneln durch den Quantenpunkt auch
im Bereich der Coulomb-Blockade ermöglicht wird. Messungen zeigen eine bemer-
kenswerteÜbereinstimmung von Theorie und Experiment [Goldhaber-Gordon u. a.
1998b,a, Cronenwett u. a. 1998].

Die Kondo-TemperaturTK eines isolierten Spins im Quantenpunkt mitN Elektro-
nen kann nach [Haldane 1978, Goldhaber-Gordon u. a. 1998a] mit der Ladeenergie
EC des Quantenpunkts, der GatterspannungUg0, bei der das Leitwertmaximum mit
ElektronenzahlN � 1 $ N vorliegt, und der LebensdauerverbreiterungG des ersten
unbesetzten Quantenpunkt-Zustandes mitN + 1 Elektronen als

kBTK =
p

GEC

2
exp

�
p(� ag)(Ug � Ug0)(( � ag)(Ug � Ug0) + EC)

GEC

�
(3.43)

abgescḧatzt werden. Dementsprechend erwartet man eine hohe Kondo-Temperatur
und damit ein deutliches Auftreten des Effekts bei starker KopplungG des Quan-
tenpunkts an die Zuleitungen. Die Temperaturabhängigkeit des Leitwerts wird nach
[Goldhaber-Gordon u. a. 1998a] näherungsweise durch

G(T) = G0

�
T02

K

T2 + T02
K

� s

(3.44)

mit T0
K = TK=

p
21=s � 1 beschrieben. F̈ur den Parameters wird hierbei aufgrund

von Modellen, die auf dem Prinzip der numerischen Renormalisierungsgruppen be-
ruhen, im Falle eines Störstellenspins 1/2 ein Wert vons = 0;22� 0;01 erwartet
[Goldhaber-Gordon u. a. 1998a]. Als Funktion dersource-drain-Spannung erwartet
man ein deutliches Maximum des Leitwerts beiUSD = 0 [Meir u. a. 1993].
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Kapitel 4

Theorie des Transports durch
Doppelquantenpunkte

Bezeichnet man Quantenpunkte als
”
künstliche Atome“, so liegt f̈ur koḧarent tunnel-

gekoppelte Doppel- und Mehrfachquantenpunkte der Begriff
”
künstliche Molek̈ule“

nahe. Mit Kapitel3 als Grundlage soll hier ein̈Uberblick über die f̈ur die Messun-
gen relevante Theorie des Transports durch Doppelquantenpunkte gegeben werden.
Abschnitt4.1 beschreibt den Grenzfall schwacher Tunnelkopplung, in demdie elek-
trostatische Wechselwirkung dominiert. Abschnitt4.2 geht auf den Fall starker Tun-
nelkopplung mit delokalisierten

”
molekularen“ Zusẗanden ein.

4.1 Schwache Tunnelkopplung

4.1.1 Linearer Transport

Analog zum Modell einer metallischen Insel in Abschnitt3.1.1 kann im Grenzfall
schwacher Tunnelkopplung zwischen zwei Quantenpunkten für diese ein elektrostati-
sches

”
orthodoxes“ Modell aufgestellt werden. Der von ihnen gebildete Doppelquan-

tenpunkt wird durch zwei metallische Inseln und ein Netzwerk aus Kapaziẗaten und
Widersẗanden modelliert. Um das Potential in beiden Quantenpunkten getrennt steu-
ern zu k̈onnen, werden zwei Gatterelektroden eingesetzt, die an dieQuantenpunkte
unterschiedlich koppeln. Weiterhin existiert nun auch eine direkte kapazitive Wechsel-
wirkung zwischen den beiden Quantenpunkten. Abbildung4.1zeigt das resultierende
Ersatzschaltbild f̈ur den Fall eines seriellen Doppelquantenpunkts, d.h. eines Doppel-
quantenpunkts, bei dem Elektronen bei Strom�uß beide Quantenpunkte nacheinander
durchtunneln. In dieser Anordnung ist ein Tunnelstrom nur möglich, wenn die Elek-
tronenzahl in beiden Quantenpunkten �uktuieren kann.
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Abbildung 4.1: Kapazitives Ersatzschaltbild eines seriellen Doppelquantenpunkts

Analog zu Gleichung3.6 für einen Einzelquantenpunkt kann eine klassische elek-
trostatische Energie des Doppelquantenpunkts angesetzt werden [Hofmann u. a. 1995,
Hofmann 1994, van der Wiel u. a. 2003]. Unter Verwendung der Kapazitäten, Span-
nungen und Elektronenzahlen aus Abbildung4.1 ist sie durch

Eklass.(NL;NR;UgL;UgR) =
1

CSLCSR � (CLR)2 �

�
�

1
2
CSR

�
eNL + CL

gLUgL + CL
gRUgR

� 2

+
1
2
CSL

�
eNR + CR

gRUgR+ CR
gLUgL

� 2

+ CLR
�
eNL + CL

gLUgL + CL
gRUgR

� �
eNR + CR

gRUgR+ CR
gLUgL

�
�

(4.1)

gegeben. Hierbei bezeichnenCSL undCSR die Gesamtkapazitäten des linken und rech-
ten Quantenpunkts.

Die Elektronenzahl auf jedem der Quantenpunkte stellt sichüber Tunnelprozesse
derart ein, daß diese Energie minimiert wird. Im sogenannten Stabiliẗatsdiagramm ei-
nes Doppelquantenpunkts kann nun die jeweils stabile Ladungskon�guration als Funk-
tion der GatterspannungenUgL undUgR aufgetragen werden. Das sich aus Gleichung
4.1 ergebende Resultat ist in Abbildung4.2 schematisch aufgetragen. Die Bereiche
konstanter Elektronenzahl bilden nun ein Sechseck-Gitterin der Ebene der beiden Gat-
terspannungen.

Die Geometrie des Sechseck-Gitters ist vollständig von den Kapazitätskoef�zien-
ten aus Gleichung4.1 bestimmt. Dies wird im folgenden an Beispielen illustriert.
Nimmt man die Elektronenzahl im rechten QuantenpunktNR als konstant an, so kann
ein chemisches Potential des linken Quantenpunkts analog zu Gleichung3.5als

µL(NL ;NR;UgL;UgR) � Eklass.(NL + 1;NR;UgL;UgR) � Eklass.(NL;NR;UgL;UgR) (4.2)
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Abbildung 4.2: (a) Stabiliẗatsdiagramm eines Doppelquantenpunkts unter Berücksichtigung
kapazitiver Wechselwirkungen. Die Bereiche konstanter Elektronenzahl NL undNR im linken
bzw. rechten Quantenpunkt als Funktion der GatterspannungenUgL undUgR bilden Sechsecke.
Die im Text bespielhaft berechneten GrößenDUgL und dUgR=dUgLjNL �ukt. sind eingezeichnet.
(b)–(d) Schematische Darstellung der chemischen Potentiale für die in (a) gekennzeichneten
Gatterspannungen. Für (b) liegt in beiden Quantenpunkten Coulomb-Blockade vor, für (c)
im linken Quantenpunkt. Nur wenn in beiden Quantenpunkten die Elektronenzahl �uktuieren
kann (d), ist Einzelelektronentunneln möglich — d.h. an den

”
Tripelpunkten“ des Stabilitäts-

diagramms.
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4. Theorie des Transports durch Doppelquantenpunkte

de�niert werden. Das chemische PotentialµL hängt linear von den Gatterspannungen
UgL undUgR und den ElektronenzahlenNL undNR ab. Einsetzen von Gleichung4.1in
Gleichung4.2ergibt

µL(UgL;UgR) =
CLRCR

gL + CL
gLCSR

CSLCSR � CLR
2

| {z }
� aL

gL

eUgL +
CLRCR

gR+ CL
gRCSR

CSLCSR � CLR
2

| {z }
� aL

gR

eUgR+

+
(NL + 1

2)CSR + NRCLR

CSLCSR � CLR
2 e2

(4.3)

Die KapaziẗatsverḧaltnisseaL
gL undaL

gR sind dabei die effektiven Konversionsfaktoren
zwischen Gatterspannungen und Quantenpunktpotential. Die De�nitionen für aR

gR und
aR

gL ergeben sich analog durch Vertauschen der Bezeichnungen
”
L“ und

”
R“. Im Sta-

bilit ätsdiagramm des Doppelquantenpunkts ist entlang einer Sechseckgrenze, an der
die Elektronenzahl im linken Quantenpunkt �uktuiert, das chemische PotentialµL als
Funktion der Gatterspannungen konstant. Die Steigung dUgR=dUgL derartiger Sechs-
eckgrenzen erḧalt man durch Au�̈osen der Bedingung

¶µL

¶UgL
UgL +

¶µL

¶UgR
UgR = 0 (4.4)

nachUgR und Ableiten nachUgL. Unter Verwendung der De�nitionen aus Gleichung
4.3 ist sie durch

dUgR

dUgL

�
�
�
�
NL �ukt.

= �
aL

gL

aL
gR

(4.5)

gegeben.

Der PotentialunterschiedDµL zwischen aufeinanderfolgenden Grenzlinien der Be-
reiche konstanter Ladung im linken Quantenpunkt beträgt

DµL = µL(NL + 1;NR;UgL;UgR) � µL(NL;NR;UgL;UgR)

= e2=C�
SL mit C�

SL = CSL

�
1�

CLR
2

CSLCSR

�
:

(4.6)

Er ist demnach unabhängig von der Elektronenzahl im Doppelquantenpunkt, solange
die Kapaziẗaten n̈aherungsweise konstant sind und quantenmechanische Effekte ver-
nachl̈assigt werden. Betrachtet man als Skala die GatterspannungUgL, dann ist der
Abstand zwischen den Kon�gurationsgrenzen im Stabilitätsdiagramm (vgl. Abbildung
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4.1. Schwache Tunnelkopplung

4.2(a)) durch

DUgL = DµL

�
¶µL

¶UgL

� � 1

=
eCSR

CLRCR
gL + CL

gLCSR

(4.7)

gegeben. Wie im Falle einer einzelnen metallischen Insel treten auch hier die La-
dungs̈anderungen̈aquidistant auf.

Die Kenntnis der chemischen Potentiale der beiden Quantenpunkte erm̈oglicht die
Einführung eines an die Symmetrie des Doppelquantenpunkts angepaßten Koordina-
tensystems. Dieses ist in Abbildung4.2(a) durch hell eingezeichnete Achsen mit Be-
schriftungS undDangedeutet. Entlang derS-Achse giltµL = µR, d.h. die chemischen
Potentiale der beiden Quantenpunkte liegen auf gleicher Höhe. Entlang derD-Achse
hingegen bleibt das arithmetrische Mittel der beiden Potentiale konstant, sie verschie-
ben sich jedoch relativ zueinander. Die Energiekoordinaten S undD des Doppelquan-
tenpunkts ergeben sich damit als

S �
µR + µL

2
=

1
2

�
aR

gRUgR+ aR
gLUgL + aL

gRUgR+ aL
gLUgL

�

D �
µR � µL

2
=

1
2

�
aR

gRUgR+ aR
gLUgL � aL

gRUgR � aL
gLUgL

�
:

(4.8)

Abbildungen4.2(b) bis (d) verdeutlichen die bereits kurz erwähnte Bedingung für
Einzelelektronentunneln durch einen seriellen Doppelquantenpunkt. Im Inneren eines
Felds des Stabilitätsdiagramms liegt in beiden Quantenpunkten Coulomb-Blockade
vor (Abbildung4.2(b)). Auf den Grenzlinien kann die Elektronenzahl in einem der
beiden Quantenpunkte �uktuieren (Abbildung4.2(c)), was aber f̈ur Ladungstransport
in der seriellen Geometrie nicht ausreicht. Nur an den

”
Tripelpunkten“ des Diagramms,

an denen sich drei Regionen unterschiedlicher Ladungskon�guration ber̈uhren, kann
ein Tunnelstrom beobachtet werden (Abbildung4.2(d)). In Analogie zu Gleichung3.4
für einen Einzelquantenpunkt ergibt sich für einen seriellen Doppelquantenpunkt die
Transportbedingung

µL = µR = µ: (4.9)

Dies entspricht diskreten Leitwertmaxima an den
”
Tripelpunkten“ des Stabilitätsdia-

gramms.

Durch die in diesem Abschnitt angedeutete Auswertung des Stabilitätsdiagramms
ist prinzipiell eine vollsẗandige Charakterisierung der relativen Kapazitätsverḧaltnis-
se des Doppelquantenpunkts möglich. F̈ur die Details sei auf entsprechende Literatur
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verwiesen [Hofmann 1994, Hofmann u. a. 1995, van der Wiel u. a. 2003]. Die Abso-
lutwerte der Kapaziẗaten k̈onnen jedoch nur durch Vergleich mit einer extern vorge-
gebenen Energieskala bestimmt werden. Hierfür bieten sich — wie im folgenden be-
schrieben — nichtlineare Transportmessungen an.

4.1.2 Nichtlinearer Transport

Bei Anlegen einer endlichensource-drain-Spannung mitµS > µD gilt unter der An-
nahme, daß wie in den Skizzen von Abbildungen4.1und4.2der rechte Quantenpunkt
an densource-Kontakt koppelt, die Transportbedingung

µS � µR � µL � µD: (4.10)

Diese Ungleichung beschreibt für konstantesµS und µD ein Dreieck in derµL-µR-
Ebene [Dixon u. a. 1996, van der Wiel u. a. 2003, Johnson u. a. 2004]. Da ein linearer
Zusammenhang zwischen Gatterspannungen und chemischen Potentialen vorliegt, ent-
steht aus jedem Tripelpunkt des Stabilitätsdiagramms als Funktion der Gatterspannun-
genUgL undUgR eine dreieckige Region endlichen Tunnelstroms. Abbildung4.3(a)
verdeutlicht dies am Beispiel zweier benachbarter Tripelpunkte.

Die Lage der chemischen Potentiale in den Quantenpunkten anden Eckpunkten
des aus dem ersten Tripelpunkt entstehenden Dreiecks ist inAbbildungen4.3(b)–(d)
skizziert. In der Situation von Abbildung4.3(b) gilt µS = µ(b)

L = µ(b)
R , in Abbildung

4.3(c) analogµD = µ(c)
L = µ(c)

R . Die diese Ecken des Dreiecks verbindende Kante liegt
mit µL = µR parallel zurS-Achse. F̈ur ihre Endpunkte gilt

DµL = µ(b)
L � µ(c)

L = DµR = µ(b)
R � µ(c)

R = eUSD: (4.11)

DaeUSD im Experiment eine bekannte Energieskala darstellt, ermöglicht dies die Ver-
vollständigung der aus dem Stabilitätsdiagramm des vorherigen Abschnitts bestimm-
ten Parametersätze.

Stimmen die chemischen Potentiale im linken und rechten Quantenpunkt nicht
überein, so ist eine Energierelaxation zum Durchtunneln des Doppelquantenpunkts
notwendig. Dies ist in Abbildung4.3(d) am Beispiel des dritten Eckpunkts des Drei-
ecks mitµR = µS und µL = µD dargestellt. Angeregte Zustände der Quantenpunkte
äußern sich als Linien erhöhten Tunnelstroms parallel zurS-Achse. Eine derartige
Linie ist in Abbildung 4.3(a) eingezeichnet. Sie entspricht derjenigen Asymmetrie
D = ( µR � µL)=2, bei der der in Abbildungen4.3(b)–(d) grau eingezeichnete ange-
regte Zustand des linken Quantenpunkts auf gleicher Energie wie der Grundzustand
des rechten Quantenpunkts liegt.

Für eine detaillierte Betrachtung des Stabilitätsdiagramms bei endlichersource-
drain-Spannung sei auf [van der Wiel u. a. 2003] verwiesen.
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Abbildung 4.3: (a) Liegt eine endlichesource-drain-Spannung an, so entstehen aus den Tri-
pelpunkten des Stabilitätsdiagramms (vgl. Abbildung4.2(a)) dreieckige Regionen, in denen
Einzelelektronentunneln m̈oglich ist. (b)-(d) Skizzen der Lage der chemischen PotentialeµL

und µR in beiden Quantenpunkten und der Tunnelprozesse an den in (a) markierten Ecken
eines Tripelpunkt-Dreiecks.
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Abbildung 4.4: Schema eines gekoppelten Zweizustandssystems mit Energie-Asymmetrie 2D
(siehe Text).

4.2 Starke Tunnelkopplung

4.2.1 Ein Elektron im Doppelquantenpunkt

In den Betrachtungen des letzten Abschnitts wurde angenommen, daß die quantenme-
chanische Tunnelkopplung gegenüber der kapazitiven Kopplung zwischen den Quan-
tenpunkten vernachlässigt werden kann. Bei endlichem̈Uberlapp der Wellenfunk-
tionen der beiden Quantenpunkte tritt eine Hybridisierungder lokalisierten elektro-
nischen Zusẗande auf [Blick u. a. 1998]. Betrachtet man ausschließlich die Grund-
zusẗande der einzelnen Quantenpunkte, so ergibt sich ein quantenmechanisches Zwei-
zustandsystem mit Hamiltonoperator

H =
�

D � t0
� t0 � D

�
(4.12)

bez̈uglich der lokalisierten Basisfj y Ri ; jy L ig , in der sich ein Elektron entweder im
rechten oder im linken Quantenpunkt aufhält. Hierbei bezeichnet 2D den Energieun-
terschied der lokalisierten Grundzustände des rechten und linken Quantenpunkts,t0
ist ein Maß f̈ur die Tunnelkopplung der beiden Quantenpunkte. Der Energienullpunkt
ist derart geẅahlt, daß die ungekoppelten Zustände die Eigenenergien� D aufweisen.
Abbildung 4.4 skizziert dieses Modell am Beispiel eines quartischen Potentials. Wie
im Falle des Fock-Darwin-Modells in Abschnitt3.3.3handelt es sich hier auch um
ein effektives Einteilchenmodell, da die Eigenzustände eines statischen Potentials oh-
ne Ber̈ucksichtigung von Wechselwirkungen zwischen den Potentialtopf besetzenden
Elektronen betrachtet werden.
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Abbildung 4.5: Auswirkungen starker Tunnelkopplung zwischen zwei Quantenpunkten auf
das Stabiliẗatsdiagramm des von ihnen gebildeten Doppelquantenpunkts. (a) Abrundung der
Tripelpunkte durch den Energiegewinn bei der Hybridisierung. (b), (c) Schematische Dar-
stellung des Tunnelns durch delokalisierte

”
molekulare“ Zusẗande f̈ur symmetrisches (b) und

asymmetrisches (c) Potential.

Die Eigenenergien des Hamiltonoperators aus Gleichung4.12ergeben sich als

E� = �
q

D2 + t2
0: (4.13)

Die Tunnelaufspaltung zwischen den delokalisierten Zuständen betr̈agt damit im sym-

metrischen Potential 2t0 und für beliebige Asymmetrie 2
q

D2 + t2
0. Besetzt man den

Grundzustand dieses Potentials mit einem Elektron, so ist dessen Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit im rechten oder linken Quantenpunkt durch die Ausdr̈ucke

PL =
1
2

0

@1+
D

q
D2 + t2

0

1

A PR =
1
2

0

@1�
D

q
D2 + t2

0

1

A (4.14)

gegeben.

In der Messung des Ladungstransports durch einen seriellenDoppelquantenpunkt
äußert sich die Hybridisierung der Zustände prim̈ar in zwei Pḧanomenen [Blick u. a.
1996, 1998], die beide in Abbildung4.5 skizziert sind. Die Tunnelaufspaltung führt
zu einer Abrundung der Grenzen stabiler Ladungskon�guration an den Tripelpunkten
des Stabiliẗatsdiagramms, so daß der Abstand zwischen den in Abbildung4.5schwarz

eingezeichneten Grenzlinien inS-RichtungEC,klass.+ 2
q

D2 + t2
0 betr̈agt. Zus̈atzlich
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4. Theorie des Transports durch Doppelquantenpunkte

ist bei gen̈ugend großer Tunnelkopplung Transport direkt durch die delokalisierten
Zusẗande des Doppelpotentialtopfs möglich. EineÜbereinstimmung der chemischen
Potentiale der Einzelquantenpunkte, wie sie im Fall schwacher Kopplung notwendig
war, fällt als Transportbedingung weg. Diesäußert sich in Einzelelektronentunneln
entlang der Verbindungslinien der Tripelpunkte, die die Regionen konstanter Gesamt-
elektronenzahl im Doppelquantenpunkt begrenzen (Abbildung 4.5(c)).

Die Größe der Tunnelaufspaltung kann mit Hilfe der WKB-Näherung (siehe z.B.
[Sakurai 1995, Landau und Lifshitz 1979]) grob abgescḧatzt werden. Unter Annahme
eines eindimensionalen quartischen Doppelmuldenpotentials erḧalt man unter Verwen-
dung der Bezeichnungen aus Abbildung4.4

2t0 '
2E0

p
exp

 

�

p
2m� V(0) d

2~

!

(4.15)

(vgl. z.B. [Ludwig und Osheroff 2003]). E0 ist dabei die mittleren Grundzustandsener-
gie jedes der beiden Quantenpunkte relativ zum Minimum des Potentialtopfs. Sie dient
hier als Abscḧatzung f̈ur die Versuchsfrequenz, mit der Elektronen gegen den Potenti-
alwall mit HöheV(0) � E0 anlaufen, ẅahrend die Exponentialfunktion in Gleichung
4.15dessen Transmissionswahrscheinlichkeit beschreibt. Für einen Vergleich zu Mes-
sungen im Fall eines einzelnen Elektrons im Doppelmuldenpotential sei auf Kapitel8
verwiesen.

4.2.2 Zwei Elektronen im Doppelquantenpunkt

Das bisher beschriebene Modell eines Doppelpotentialtopfs kann auch als Grundlage
für die Betrachtung eines mit mehreren Elektronen geladenen Doppelquantenpunkts
verwendet werden. Qualitativ bleibt die Hybridisierung der Zusẗande erhalten, und da-
mit auch die Abrundung der Kon�gurationsgrenzen im Stabilitätsdiagramm und Tun-
nelstrom abseits der Tripelpunkte in linearen Transport. Im Anregungsspektrum oder
bei quantitativer Betrachtung der Zustandsenergien müssen jedoch zusätzlich Vielteil-
cheneffekte wie die Coulomb-Abstoßung der Elektronen und die Austauschwechsel-
wirkung ber̈ucksichtigt werden.

Ist ein Doppelquantenpunkt mit zwei Elektronen geladen, sokann das gekoppelte
System durch den Hamilton-Operator

H = å
i= 1;2

hi + HC + HZ (4.16)

[Burkard u. a. 1999, Burkard 2001] modelliert werden. Hierbei beschreibthi den
Einteilchen-Hamiltonoperator im EinschränkungspotentialV(~r i), Magnetfeld ~B =
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4.2. Starke Tunnelkopplung

rot~A und elektrischen Feld parallel zurx-AchseE,

hi =
1

2m

�
~pi � e~A(~r i)

� 2
+ exiE + V(~r i): (4.17)

Als Einschr̈ankungspotential wird das zweidimensionale quartische Potential mit Os-
zillatorkonstantew0 der Einzelquantenpunkte und Abstandd¥ der Potentialminima

V(x;y) =
m� w2

0

2

�
1

4d2
¥

(x2 � d2
¥ )2 + y2

�
: (4.18)

angenommen. Der zweite Term in Gleichung4.16 beschreibt die Coulomb-
Wechselwirkung der zwei Elektronen

HC =
e2

k j~r1 � ~r2j
: (4.19)

Wie im Falle eines Einzelquantenpunkts kann die in Gleichung 4.16der Vollsẗandig-
keit halber aufgef̈uhrte Zeeman-Aufspaltung der SpinzuständeHZ = gµB~B�~Sbei senk-
recht zum zweidimensionalen Elektronengas orientierten kleinen Magnetfeldern im
Vergleich zur orbitalen Energieskala vernachlässigt werden.

Eine vollsẗandige analytische L̈osung dieses Problems ist nicht bekannt. Jedoch
existieren verschiedene Näherungsl̈osungen, in enger Analogie zur quantenmecha-
nischen Behandlung des Wasserstoffmoleküls H2. In der Heitler–London–N̈aherung
(siehe z.B. [Haken und Wolf 1998]), die die Zusẗande des gekoppelten Systems als Li-
nearkombination der ungekoppelten Einzelquantenpunkt-Zusẗande ansetzt, kann be-
reits eine qualitative Aussageüber das Verhalten der Spin-Austauschwechselwirkung
getroffen werden [Burkard u. a. 1999]. Eine aussagekräftigere N̈aherung liefert das
Hund–Mullikan–Verfahren, das zusätzlich die m̈ogliche Doppelbesetzung eines der
beiden Quantenpunkte berücksichtigt [Hu und Das Sarma 2000, Burkard u. a. 1999,
Golovach und Loss 2004, 2003].

Das niedrigliegende Zweielektronen-Spektrum des Doppelquantenpunkts wird in
Analogie zum Hubbard-Modell des Wasserstoffmoleküls [Ashcroft und Mermin 1976]
angen̈ahert durch antisymmetrische (für das Spin-Singlet) und symmetrische (für das
Spin-Triplet) Linearkombinationen der beiden Einzelquantenpunkt-Grundzustände.
Als deren orbitalen Anteil verwendet man die um� a vom Ursprung verschobenen
Fock-Darwin-Zusẗande

F � d¥ (x;y) =
1

l0
p

p
exp

 

�
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2l20
�

i yd¥

2l2B

!

(4.20)

(vergleiche hierzu Abschnitt3.3.3). Der die magnetische LängelB enthaltende Phasen-
faktor im Exponenten entstammt der Eichtransformation desmagnetischen Vektorpo-
tentials bei der Verschiebung.
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4. Theorie des Transports durch Doppelquantenpunkte

Unter Ber̈ucksichtigung der zwei m̈oglichen Spinzustände f̈ur jedes Elektron erge-
ben sich aufgrund der Ununterscheidbarkeit der Elektronenund des fermionischen
Charakters

�
4
2

�
= 6 mögliche Elektronenzustände. Die Coulomb-Wechselwirkung

der Elektronen l̈aßt eine Einteilung der 6 Zustände in zwei Gruppen zu. Ausge-
hend von den Ein-Elektron-ZuständenjL " i , jR " i , jL #i und jR #i erḧalt man nach
[Golovach und Loss 2004] als energetisch niedrigste Zwei-Elektronen-Zustände ein
Spin-Singlet und ein ohne Magnetfeld dreifach entartetes Spin-Triplet, also

jSi =
1

2
p

1+ f 2

h
(1+ f )

�
jL " ; R #i � jL # ; R " i

�
+

(1� f )
�

jL " ; L #i + jR " ; R #i
�i

;

jT0i =
1

p
2

�
jL " ; R #i + jL # ; R " i

�
;

jT� i = jL # ; R #i und

jT+ i = jL " ; R " i :

(4.21)

Der Parameterf resultiert aus dem Wechselspiel von Coulomb-Abstoßung und
Tunnelkopplung. Mit der TunnelamplitudetH = t0+ tC > t0 zwischen den beiden Quan-
tenpunkten einschließlich des durch die Coulomb-Wechselwirkung renormalisierten
Anteils tC(t0) [Golovach und Loss 2003] und der Coulomb-AbstoßungUH zweier
Elektronen im gleichen Quantenpunkt ist er durch

f =

s

1+
�

4tH
UH

� 2

�
4tH
UH

(4.22)

gegeben [Golovach und Loss 2003]. Zwei weitere Singlet–Zustände, in denen ein
Quantenpunkẗuberwiegend doppelt besetzt ist,

jS�
ai =

1
p

2

�
jL " ; L #i � jR " ; R #i

�
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jS�
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jL " ; L #i + jR " ; R #i
�i

;

(4.23)

liegen energetisch signi�kant ḧoher und k̈onnen daher vernachlässigt werden.

Der Wechselwirkungsparameterf geht in viele charakteristische Größen
der Zusẗande ein. Insbesondere ist auch dieconcurrenceCS [Wootters 1997,
Schliemann u. a. 2001] des Singlet-ZustandsjSi , die ein Maß f̈ur die Verschr̈ankung
der beiden Elektronenspins in diesem Zustand darstellt, durch den Ausdruck

CS =
2f

1+ f 2 (4.24)
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4.2. Starke Tunnelkopplung

gegeben. F̈ur kleine TunnelkopplungtH ! 0 gilt f ! 1 undCS(f ) ! 1, d.h.jSi wird
zum maximal verschränkten Zustand zweier getrennter Elektronen. Im Gegensatzhier-
zu gilt für den Grenzfall sehr starker TunnelkopplungtH � UH und damit zwei mit-
einander verschmelzende Quantenpunktef ! 0, und die Verschr̈ankung wird redu-
ziert. Besetzen die Elektronen den gleichen orbitalen Zustand, so liegt mitf = 0 und
CS(f ) = 0 keine Verschr̈ankung mehr vor [Golovach und Loss 2004].

Die AustauschkopplungJ, die als effektive Heisenberg–Wechselwirkung

H = J~S1 �~S2: (4.25)

zwischen den Spins wirkt, ist der Energieunterschied zwischen dem energetisch nied-
rigstliegenden Singlet-ZustandjSi und den entarteten Triplet-Zuständen. Sie wird nach
der Hund-Mulliken-Methode durch

J = VC +
1
2

q
U2

H + 16t2
H �

UH

2
(4.26)

beschrieben. Der TermVC, der den Unterschied an Coulomb-Energie zwischen den
Singlet- und Triplet-Zusẗanden ohne Doppelbesetzung eines Potentialtopfs beschreibt
[Burkard u. a. 1999], ist negativ und verursacht einen Vorzeichenwechsel der Aus-
tauschkopplungJ, also einen Singlet-Triplet-̈Ubergang des Grundzustands, bei endli-
chem magnetischen Feld. Als Näherung f̈ur schwach gekoppelte Doppelquantenpunk-
te erḧalt man

J '
4t2

H
UH

: (4.27)

Basierend auf diesem Modell existieren detaillierte Vorhersagen f̈ur das Trans-
portspektrum eines Doppelquantenpunkts [Golovach und Loss 2004]. Insbesondere
ermöglichen sie prinzipiell die direkte Bestimmung der charakteristischen Energien
J und t0 aus Messungen des differentiellen Leitwerts bei endlichersource-drain-
Spannung (jeUSDj > t0).
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Kapitel 5

Ladungsdetektion durch einen
Quantenpunktkontakt

Zur Detektion der Umladungen eines Quantenpunkts oder Doppelquantenpunkts kann
ein in der N̈ahe de�nierter Quantenpunktkontakt eingesetzt werden.

Ein Quantenpunktkontakt (engl.quantum point contact, QPC) ist eine eindimen-
sionale Verengung des zweidimensionalen Elektronengasesmit einer Breite in der
Größenordnung der Fermi-Wellenlänge der Elektronen. Abbildung5.1(a) zeigt eine
schematische Zeichnung zweier Gatterelektroden, unter denen das zweidimensiona-
le Elektronengas lokal verarmt werden kann, so daß eine derartige eindimensionale
Einschr̈ankung entsteht. Die typische stufenförmige Leitwert-Kennlinie des Quanten-
punktkontakts in Abḧangigkeit von der SpannungUgQPC an den beiden Gatterelek-
troden relativ zum zweidimensionalen Elektronengas ist inAbbildung 5.1(b) zu se-
hen. Die Ḧohe der Stufen beträgt 2e2=h und beschreibt die Quantisierung des elek-
trischen Leitwerts bei Spinentartung der Elektronen (B = 0). Jeder offene Transport-
kanal tr̈agt dabei mit zwei LeitwertquantenG0 = e2=h zum Strom bei [Büttiker u. a.
1984, van Wees u. a. 1998, Wharam u. a. 1988]. Um den genauen Verlauf des Leit-
werts zwischen zwei Stufen zu beschreiben, müssen die Transmissionskoef�zienten
der eindimensionalen Kanäle in Abḧangigkeit vom elektrostatischen Potential am Ort
des Quantenpunktkontakts betrachtet werden [Kawabata 1989].

Bei der Ladungsdetektion durch einen Quantenpunktkontakt wird ausgenutzt, daß
dieser aufgrund der Leitwertquantsierung innerhalb bestimmter Gatterspannungsbe-
reiche sehr emp�ndlich auf das elektrostatische Potentialder Umgebung reagiert
[Field u. a. 1993]. Im Allgemeinen wird der Arbeitspunkt des Quantenpunktkontakts
zur Ladungsdetektion im Bereich maximaler Steigung dGQPC=dUgQPC der untersten
Stufe des Leitwerts geẅahlt, da dort bei gleichzeitiger hoher Emp�ndlichkeit geringes
Stromrauschen vorliegt.
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(a) (b)
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Abbildung 5.1: (a) Zeichnung der Gatterelektroden zur De�nition eines Quantenpunktkon-
takts im darunterliegenden zweidimensionalen Elektronengas. (b) Leitwertdes so de�nierten
Quantenpunktkontakts als Funktion der an den Elektroden angelegten Gatterspannung. Aus
[van Wees u. a. 1998].

(c)

(d)

Abbildung 5.2: Ladungsdetektion durch einen Quantenpunktkontakt. (a) Gatterstrukturzur
De�nition eines Quantenpunkts und eines Quantenpunktkontakts. (b)–(d): Leitwert des Quan-
tenpunkts (b), Leitwert des Quantenpunktkontakts (c) und Steilheit des Quantenpunktkontakts
(d) als Funktion der GatterspannungVP des Quantenpunkts. Aus [Sprinzak u. a. 2002].
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Abbildung5.2demonstriert das Verfahren anhand eines Beispiels aus der Literatur.
Bild 5.2(a) zeigt die in [Sprinzak u. a. 2002] verwendete Gatterstruktur zur gleichzei-
tigen De�nition eines nah beieinanderliegenden Quantenpunkts und Quantenpunkt-
kontakts. Das Potential im Quantenpunkt wird durch die GatterspannungVP an der
entsprechend markierten Elektrode gesteuert. In Abbildung 5.2(b) ist der Leitwert des
Quantenpunkts als Funktion vonVP aufgetragen. Man erkennt eines der Leitwertma-
xima, an dem sich die Zahl der im Quantenpunkt gefangenen Elektronenändert.

Betrachtet man den Leitwert des Quantenpunktkontakts als Funktion der Gatter-
spannungVP, wie in Abbildung5.2(c) aufgetragen, so beobachtet man zwei Effekte
[Field u. a. 1993, Sprinzak u. a. 2002]. Die direkte kapazitive Wechselwirkung zwi-
schen Gatter und Quantenpunktkontakt führt zu einer graduellen, kontinuierlichen
Veränderung des Leitwerts des Quantenpunktkontakts und damiteiner Verschiebung
des Arbeitspunkts. Zusätzlich kann jedesmal, wenn die kontinuierliche Veränderung
der Gatterspannung einëAnderung der Elektronenzahl im Quantenpunkt bewirkt, die-
se diskrete Ladungsänderung̈uber einen Sprung des Leitwerts des Quantenpunktkon-
takts nachgewiesen werden. Eine positivere Gatterspannung bewirkt hierbei eine um
DN = 1 höhere Elektronenzahl im Quantenpunkt und damit einen diskreten R̈uckgang
des Leitwerts des Quantenpunktkontakts, so daß wie in Abbildung5.2(c) eine s̈age-
zahnf̈ormige Kennlinie des Leitwerts des Quantenpunktkontakts beobachtet wird.

Zur Rauschunterdrückung bei dieser Ladungsdetektion kann ein Lock-in-
Versẗarker eingesetzt werden [Sprinzak u. a. 2002]. Hierzu wird der Gatterspannung
VP ein Wechselspannungssignal mit Frequenzflock-in aufmoduliert. Der Verstärker de-
tektiert die resultierende Modulation des StromsIQPCdurch den Quantenpunktkontakt.
Bei ausreichend kleiner Modulationsspannung entspricht die hierbei effektiv gemesse-
ne Gr̈oße der Ableitung des StromsIQPC nach der GatterspannungVP. In Analogie zu
den Kenngr̈oßen von R̈ohren und Transistoren soll sie im weiteren als SteilheitGT
(englischtransconductance) bezeichnet werden. In der Notation dieser Arbeit mitUg
als Gatterspannung des Quantenpunkts gilt also

GT �
dIQPC

dUg
: (5.1)

Wird durch eine positivere Gatterspannung der Quantenpunkt mit einem weiteren
Elektron geladen, so geht bei der entsprechenden Gatterspannung wie in Abbildung
5.2(c) zu sehen der Leitwert des Quantenpunktkontakts zurück. In der SteilheitGT,
die zur Ableitung des Leitwerts proportional ist, beobachtet man hier ein deutliches
Minimum (Abbildung5.2(d)).

Direktes Messen des Tunnelstroms durch einen Quantenpunktläßt oft keine Ent-
scheidung zu, ob aufgrund einer großen Potentialbarriere zu einer der Zuleitungen
der Tunnelstrom unterhalb der Nachweisgrenze liegt oder obder Quantenpunkt be-
reits vollsẗandig von Elektronen entleert ist. Im Gegensatz hierzu ist die Umladungs-
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detektion mithilfe eines Quantenpunktkontakts nahezu unabhängig von der Trans-
mission der den Quantenpunkt bildenden Tunnelbarrieren. Speziell bei Messung der
SteilheitGT kann eine Ladungsänderung im Quantenpunkt noch so lange detektiert
werden, wie der Quantenpunkt auf der Zeitskala 1=flock-in auch nurüber eine seiner
Tunnelbarrieren die Ladung ausgleichen kann. Bei einer typischen Lock-in-Frequenz
von flock–in = 10: : :100Hz ẅurde eine entsprechende Tunnelrate im dc-Transport
durch den Quantenpunkt zu einem StromI = e flock-in ' 0:001: : :0:01fA führen. Dies
liegt deutlich unterhalb der Nachweisgrenze der experimentell eingesetzten Strom-
Spannungs-Wandler.

Bei der Betrachtung von Doppelquantenpunkten können die vorgestellten Metho-
den analog angewandt werden [Elzerman u. a. 2003]. Wenn der Quantenpunktkontakt
unterschiedlich stark an die zwei Quantenpunkte ankoppelt, wird im Falle schwacher
Tunnelkopplung eine diskrete Ladungsumverteilung zwischen beiden Quantenpunkten
ebenfalls durch extremale SteilheitGT sichtbar. Dies kann zur Bestimmung der Tun-
nelkopplung zwischen beiden Quantenpunkten genutzt werden [DiCarlo u. a. 2004].
Der in Kapitel8 vorgestellte Doppelquantenpunkt weist starke Tunnelkopplung auf,
so daß aufgrund der delokalisierten Elektronenzustände dieses Extremum der Steilheit
eine sehr hohe Linienbreite besitzt. Wegen des damit schlechten Verḧaltnisses zwi-
schen Signal und Rauschen ist in diesem Fall eine Bestimmung der Tunnelkopplung
mit dieser Methode nicht m̈oglich.
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Kapitel 6

Meßaufbau

In diesem Kapitel werden zwei wesentliche technische Aspekte der Messung betrach-
tet. Abschnitt6.1 beschreibt die f̈ur das Erreichen von Temperaturen unter 0;1K ver-
wendete Kryotechnik, Abschnitt6.2den Aufbau der Meßelektronik zur Durchführung
von Coulomb-Blockade-Messungen.

6.1 Kühlapparaturen

Zum Nachweis einzelner Quantenzustände ist das Erreichen tiefster Kristall-
und insbesondere auch Elektronentemperaturen im zweidimensionalen Elektronen-
gas ẅunschenswert. Die Messungen dieser Arbeit wurden daher in3He-4He-
Mischkryostaten durchgeführt (siehe z.B. [Pobell 1992]), die eine K̈uhlung bis in den
Millikelvin-Bereich erm̈oglichen. Zwei Ger̈ate fanden hierbei Verwendung.

6.1.1 Oxford Instruments Kelvinox 100

Die Messungen der Kapitel7, 8 und 10 wurden an einem kommerziell erhältlichen
3He-4He-Mischkryostat des Typs Oxford Instruments Kelvinox 100durchgef̈uhrt. Ab-
bildung6.1(a) zeigt den entsprechenden Meßplatz. Der Mischkryostat kann mit Hilfe
einer zylinderf̈ormigen Dichtung aus glasfaserverstärktem Kunststoff, eines sogenann-
tensliding seal, zum Probenwechsel aus dem in der Abbildung sichtbaren4He-Dewar
aus- und eingebaut werden, während dieses �̈ussiges Helium entḧalt. In Abbildung
6.1(b) ist der eigentliche Mischk̈uhler-Einsatz nach Entfernen dessliding sealund
Öffnen der inneren Vakuumkammer zu sehen. Das Gerät hat eine nominelle K̈uhl-
leistung von 100µW bei TMC = 100mK und eine nominelle Minimaltemperatur von
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(a)(b)

(c)

1
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Abbildung 6.1: (a) Gesamtansicht des Meßaufbaus mit Mischkryostat Oxford Instruments
Kelvinox 100. (b) Kryostat-Einsatz nach Entfernen dessliding sealundÖffnen der Vakuum-
kammer. 1:4He-Verdampfungsk̈uhlung, 2:3He-Destille, 3: Ẅarmetauscher, 4: Mischkammer,
5: Probenb̈uhne. (c) Probenb̈uhne und Chipsockel, hier mit einem leeren Chipcarrier.

56
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TMC � 15mK [Oxford Instruments 2001]. Im Betrieb wurden bei ausschließlicher Ver-
wendung von dc-Kabeln Mischkammer-Temperaturen vonTMC . 9mK beobachtet.
Der Sockel f̈ur den Probenchip, vergrößert in Abbildung6.1(c) dargestellt, be�ndet
sich im Vakuum und ist im wesentlichenüber seine Zuleitungen gekühlt. Aus tempe-
raturabḧangigen Messungen der Coulomb-Blockade-Oszillationen läßt sich auf eine
Elektronentemperatur im zweidimensionalen Elektronengas vonTel ' 200mK schlie-
ßen. Eine Filterung der dc-Kabel und eine bessere thermische Ankopplung der Probe
zum Erreichen tieferer Elektronentemperaturen ist für zuk̈unftige Messungen in Vor-
bereitung.

Der Mischk̈uhler wurde als funktionelle Einheit zusammen mit einem Gasventilsy-
stem, einem Magnetnetzteil und einer Temperaturmeßbrücke geliefert. Diese Kombi-
nation erwies sich bei Coulomb-Blockade-Messungen als problematisch, da deutliche
Störsignale im Meßkreis sichtbar wurden. Abhilfe bringt das Abtrennen der Leitungen
zur Temperaturmessung, wobei gleichzeitig jedoch Mischkammer- und3He-Destille-
Heizung nicht mehr betrieben werden können. Eine alternative vollständige Auftren-
nung der Erdverbindungen zwischen Steuerelektronik und Kryostat erwies sich als
problematisch, da die Filterung der Temperaturmeßleitungen hierdurch außer Kraft
gesetzt wurde. In zuk̈unftigen Messungen sollte der Einsatz einer separaten Tempera-
turmeßbr̈ucke angestrebt werden.

6.1.2 Mischkryostat-Eigenbau des Walther-Meissner-Instituts

Die Messungen aus Kapitel9 wurden an einem am Walther-Meissner-Institut der
Bayerischen Akademie der Wissenschaften entwickelten stabförmigen Mischkryostat,
zu sehen in Abbildung6.2(a), durchgef̈uhrt. Das Ger̈at kann mit einem Stabdurch-
messer von 5cm sowohl in Flüssighelium-Transportkannen als auch in einem Dewar
betrieben werden. Es kommt bei der Vorkühlung und Ver�̈ussigung des3He-4He-
Gemischs ohne eine4He-Verdampfungsstufe aus. Abbildung6.2(b) zeigt vergr̈oßert
Wärmetauscher, Mischkammer sowie die Probenbühne mit Chipsockel und thermi-
scher Ankopplung der dc-Kabel. Mischkammer und Probenbühne sind zur besseren
thermischen Leitf̈ahigkeit aus Silber gefertigt.

An Mischkryostaten dieses Typs wurden in Coulomb-Blockade-Messungen Bad-
temperaturen vonTMC ' 20mK und Elektronentemperaturen vonTel . 95mK beob-
achtet. Hierbei wirkt sich vermutlich positiv aus, daß sämtliche dc-Leitungen direkt
am Kryostaten Tiefpaß�lter durchlaufen (vgl. Abbildung6.3).
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(a) (b)
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Abbildung 6.2: Mischkryostat-Eigenbau des Walther-Meissner-Instituts Garching. (a)Ge-
samtansicht, (b) Detailaufnahme bei geöffneter Vakuumkammer. 1: Ẅarmetauscher, 2: Misch-
kammer, 3: thermische Ankopplung der Probenbühne, 4: thermische Ankopplung der dc-
Kabel, 5: Chipsockel, hier mit Probenchip.
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6.2 Meßprinzip und elektronischer Meßaufbau

Aufgrund des hohen ProbenwiderstandsR & RK ' 25;8kW werden Messungen von
Coulomb-Blockade-Pḧanomenen im Zweipunktaufbau durchgeführt. Der Serienwi-
derstand der Zuleitungen kann in den meisten Fällen vernachl̈assigt werden.

Abbildung 6.3 zeigt schematisch die Verschaltung des Meßaufbaus am Beispiel
einer Messung des differentiellen Leitwerts. Die Masse desKryostaten, die mit einer
separaten Erde und dem Metallrahmen des Meßracks verbundenist, dient als Bezugs-
punkt aller Spannungen. Zur Vereinfachung wird in der Zeichnung nur eine Gatter-
spannung angelegt. Als stabilisierte, rechnergesteuerteSpannungsquellen für Gatter-
spannungen undsource-drain-Spannung �nden Geräte des Typs Knick DC Calibrator
S252 sowie Yokogawa 7651 Einsatz.

Die Gatterspannungen werden zur Störungsunterdr̈uckung durch einen Tiefpaß�l-
ter mit Grenzfrequenzf = 5Hz geleitet. Zur Versorgung dersource-drain-Spannung,
die für Messungen des differentiellen Leitwerts aus einem Gleichspannungsanteil und
der Modulationsspannung eines Lock-in-Verstärkers des Typs Princeton Applied Re-
search (EG&G) 124A besteht, dient eine Spannungsaddierer-Schaltung (ADD in Ab-
bildung 6.3). Sie teilt ac- und dc-Eingangssignal um mehrere Größenordnungen und
entkoppelt im Meßaufbau am Oxford Instruments Kelvinox – Mischk̈uhler zus̈atzlich
die Referenz-Wechselspannung des Lock-in-Verstärkers galvanisch.

Zur Detektion werden Strom-Spannungs-Wandler des Typs DL Instruments 1211
verwendet. Diesen ist gegebenenfalls wie in Abbildung6.3 skizziert ein Lock-in-
Versẗarker nachgeschaltet. Die dann erhaltenen Meßwerte für den differentiellen Leit-
wert sind bei der Auftragung entsprechend den eingestellten Versẗarkungsfaktoren und
der angelegten Modulationsspannung in Vielfache vonG0 = e2=h umgerechnet. Auf-
grund der angestrebten Messung von Strömen im BereichI � 1nA in hochohmigen
Systemen muß bei Aufbau der Meßschaltungen viel Sorgfalt ineine systematische
Abschirmung und die Vermeidung von Erdungsschleifen investiert werden. Alle ver-
wendeten Kabel sind nach Durchlaufen der Filter doppelt durch Kupferge�echt ge-
schirmt. Im Falle der Messung am WMI-Kryostaten wurden zusätzlich alle an das
Dewar f̈uhrenden Schläuche zur Zu- und Ableitung des3He-4He-Gemischs sowie
zur 4He-Rückleitung elektrisch isoliert, so daß die Abschirmung desMeßkabels die
einzige Verbindung zur Kryostatmasse darstellte. Einähnliches Vorgehen am Oxford
Instruments Kelvinox – Meßplatz wurde angestrebt. Dies erwies sich jedoch wegen
der Integration des Geräts in die Mischkryostat-Steuerungselektronik als schwierig
umsetzbar.
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6. Meßaufbau

Abbildung 6.3: Schematischer Aufbau der Meßelektronik. Mit (WMI) gekennzeichnete Bau-
teile wurden nur in den Messungen von Kapitel9, mit (Kelvinox) gekennzeichnete Bauteile nur
in den restlichen Messungen eingesetzt. Zahlen ohne Einheit bezeichnenWiderstandswerte in
W.
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Kapitel 7

Ein Quantenpunkt mit N=0,1,2,...
Elektronen

In den Messungen dieses Kapitels wird ein vollständig von Elektronen entleerbarer
Quantenpunkt vorgestellt. Die dadurch gewonnene exakte Kenntnis der Elektronen-
zahl in einem weiten Gatterspannungsbereich ermöglicht die Untersuchung der vor-
liegenden Elektronenzustände. Abschnitt7.1 beschreibt die verwendete Gattergeo-
metrie. Die sich daran anschließenden Abschnitte7.2, 7.3 und 7.4 betrachten ver-
schiedene Aspekte des beobachteten Transportspektrums bei jeweils unterschiedlicher
Sẗarke der Kopplung des Quantenpunkts an die Zuleitungen. DerQuantenpunkt kann
durch Ver̈anderung der angelegten Gatterspannungen zu einem Doppelquantenpunkt
verformt werden. Auf die entsprechenden Messungen wird in Kapitel8 eingegangen.

7.1 Probengeometrie

Abbildung7.1zeigt die vollsẗandige mittels Elektronenstrahl-Lithographie hergestellte
Gattergeometrie. Ziel war hierbei die De�nition zweier kapazitiv gekoppelter Doppel-
quantenpunkte (

”
Ladungs-Qubits“, vgl. Einleitung) in getrennten Stromkreisen, kom-

biniert mit integrierter Ladungsdetektion. Hieraus ergaben sich folgende Designkrite-
rien für die Gattergeometrie:

1. Zwei tunnelgekoppelte serielle Doppelquantenpunkte ingetrennten Stromkrei-
sen sollten untereinander kapazitiv gekoppelt werden,ähnlich der in [Hüttel
2001, Weber 2002] verwendeten Strukturen.

2. Die Elektronenzahl in jedem beteiligten Quantenpunkt sollte bei noch nachweis-
barem Einzelelektronen-Tunnelstrom aufN = 1 reduziert werden k̈onnen. Dies
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500 nm
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Abbildung 7.1: Vollständige Gattergeometrie der verwendeten Probe. Das aufgehellte Recht-
eck verdeutlicht, welche Gatter für die Messungen verwendet wurden. Die ungefähre Lage
des de�nierten Quantenpunkts und Quantenpunktkontakts sowie die Strompfade sind schema-
tisch eingezeichnet. Weiße Kreuze markieren aufgrund von Defekten unbenutzbare Gatter oder
Mesa-Zuleitungen.
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7.1. Probengeometrie

bedingt eine dreiecksförmige Gattergeometrie vergleichbar der in [Ciorga u. a.
2000, Elzerman u. a. 2003] verwendeten.

3. Zum Nachweis des Ladens und Entladens von Quantenpunktenund somit zum
Zählen der vorliegenden Elementarladungen sollte in einem zus̈atzlichen se-
paraten Stromkreis ein Quantenpunktkontakt de�nierbar sein [Field u. a. 1993,
Sprinzak u. a. 2002, Elzerman u. a. 2003]. Dieser sollte kapazitiv an alle vier
Quantenpunkte ankoppeln.

Tunnelgekoppelte Doppelquantenpunkte mit einer Ladung von nur einem Elektron
wurden zum Zeitpunkt der Messung bereits von zwei Forschungsgruppen realisiert
[Elzerman u. a. 2003, Petta u. a. 2004]. Die in beiden F̈allen auf sehr̈ahnliche Weise
verwendete Geometrie erschwert es jedoch, zwei derartige Doppelquantenpunkte nahe
aneinander auf einer Probe zu kombinieren. Abbildung7.1 zeigt die Gatterstruktur,
die im Rahmen dieser Arbeit neu entworfen wurde, um eine derartige Integration zu
ermöglichen.

Wie auch in Abbildung7.1 angedeutet f̈uhrten technische Schwierigkeiten da-
zu, daß nur ein Teil der Probe funktionsfähig war. Zu den Problemen zählten einer-
seits beim Bonden zerstörte Kontakt�ächen, zum anderen war ein Gatter aufgrund
eines lithographischen Fehlers, der eventuell auf eine Drift der Elektronenmikroskop-
Probenb̈uhne zur̈uckgeht, unbrauchbar. Ein Mesaanschluß war mit einem Koaxialka-
bel im Kryostaten verbunden, das sich im kalten Zustand als offener Kontakt erwies,
ein weiteres Gatter konnte das darunterliegende Elektronengas nicht ausreichend ver-
armen. Eine m̈ogliche Erkl̈arung hierf̈ur ist, daß sich die Gatterspitze von der Kristall-
ober�äche gel̈ost hat.

Für s̈amtliche Messungen an dieser Struktur wurden ausschließlich die in Ab-
bildung 7.1 mit Buchstabenkombinationen gekennzeichneten Gatter bzw.Mesaan-
schl̈usse verwendet. Der damit für die De�nition des Quantenpunkts und des Quan-
tenpunktkontakts relevante Teil der Gattergeometrie ist in Abbildung7.1 durch eine
rechteckige Aufhellung verdeutlicht. Seitengatter gL undgR sowie das Steuergatter
gC und das ihm gegenüberliegende zentrale Gatter gX bilden eine dreiecksartige Po-
tentialstruktur. Mesaanschluß S wird alssourcemit einer Spannungsquelle verbunden,
Mesaanschluß D alsdrain mit einem niederohmigen Strom-Spannungs-Wandler. Wei-
terhin bildet Gatter gR zusammen mit gQPC einen Quantenpunktkontakt zwischen
sourceund Mesaanschluß D2.

In den im folgenden präsentierten Messungen wird an Gatter gX ausschließlich
die SpannungUgX = � 0;3V angelegt. Gatter gC dient zur Steuerung des Quanten-
punktpotentials. Die Kopplung des Quantenpunkts an die Zuleitungen wird durch
die an die Seitengatter gL und gR angelegten Spannungen variiert. Die Messun-
gen werden auf drei Parametersätze entsprechend den für UgL und UgR geẅahlten
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7. Ein Quantenpunkt mit N=0,1,2,... Elektronen

Parametersatz UgX(V) UgL(V) UgR(V) UgC(V)

”
abgeschlossen“ � 0;3 � 0;52 � 0;565 variiert

”
mittel“ � 0;3 � 0;508 � 0;535 variiert

”
offen“ � 0;3 � 0;508 � 0;495 variiert

Tabelle 7.1:Verwendete Gatterspannungen bei den Einzelquantenpunkt-Messungen

Werten aufgeteilt. Die folgenden Abschnitte gehen auf Messungen bei jeweils ei-
nem dieser Parametersätze ein, n̈amlich dem

”
abgeschlossenen Quantenpunkt“ mit

UgL = � 0;52V undUgR = � 0;565V (Abschnitt7.2), dem
”
mittleren Quantenpunkt“

mit UgL = � 0;508V undUgR = � 0;535V (Abschnitt7.4) und dem
”
offenen Quanten-

punkt“ mitUgL = � 0;508V undUgR = � 0;495V (Abschnitt7.3). Tabelle7.1faßt dies
nochmals zusammen. Der Effekt von GatterspannungUgQPCauf den Quantenpunkt ist
nur sehr gering und kann daher im weiteren vernachlässigt werden.

7.2 Beobachtung der Fock-Darwin-Zusẗande

Bei Seitengatterspannungen vonUgL = � 0;52V und UgR = � 0;565V entspre-
chend dem Parametersatz

”
abgeschlossener Quantenpunkt“ (siehe oben) können kla-

re Coulomb-Blockade-Oszillationen des Leitwerts beobachtet werden. Der betrachte-
te Quantenpunkt ist hier im Vergleich zu den Messungen der folgenden Abschnitte
nur schwach an die Zuleitungen gekoppelt. Dies ermöglicht wie im folgenden gezeigt
Transportspektroskopie der orbitalen Zustände.

7.2.1 Elektronenzahl und Energieskalen

Abbildung 7.2(a) zeigt eine beispielhafte Messung des Stroms in Abhängigkeit von
USD undUgC. In Abbildung7.2(b) ist hierzu das bei gleichen Parametern durch einen
Lock-in-Versẗarker am Quantenpunktkontakt detektierte Wechselstromsignal bei Mo-
dulation der GatterspannungUgL, also effektiv die SteilheitGT � dIQPC=dUgL des
Quantenpunktkontakts, wiedergegeben. Bei einer Anregungsspannung vonUgL,ac =
0;16mV Effektivwert mit Frequenzf = 840Hz an Gatter gL entspricht ein Skalenteil
hier beispielhaft einer Modulation des Quantenpunktkontakt-Stroms um 1pA. Damit
�ndet in der Messung von Abbildung7.2(b) eine Detektion der Umladungen im Quan-
tenpunkt durch den Quantenpunktkontakt nach dem in Kapitel5 beschriebenen Lock-
in-Verfahren hoher Sensitivität statt. F̈ur UgC < � 1V lassen sich keine Ladungsände-
rungen im Quantenpunkt mehr als Minima der Steilheit nachweisen. Der Quanten-
punkt ist offensichtlich vollsẗandig entladen. Die hieraus erschlossenen Elektronen-
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Abbildung 7.2: (a) Absolutbetrag des Stroms durch den Quantenpunkt als Funktion vonUSD

undUgC (logarithmische Farbskala). Die weiteren Gatterspannungen sind entsprechend dem
Parametersatz

”
abgeschlossener Quantenpunkt“ (siehe Text) gewählt. (b) Lock-in-Messung

der SteilheitGT des Quantenpunktkontakts als Funktion vonUgC, gemitteltüber 40 Meßspu-
ren. Die aus der Ladungsdetektion hervorgehende Zahl der Elektronen im Quantenpunkt ist in
beiden Graphiken eingezeichnet (siehe Text).
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7. Ein Quantenpunkt mit N=0,1,2,... Elektronen

zahlen f̈ur die angrenzenden Coulomb-Blockade-Bereiche des Quantenpunkts sind in
Abbildung7.2(a) und (b) eingezeichnet.

In der Strommessung von Abbildung7.2(a) kann der aus der Ladungsdetektion er-
schlossenëUbergang zwischen den ElektronenzahlenN = 0$ 1 nur bei hohersource-
drain-Spannung beobachtet werden. Eine mögliche Ursache hierfür ist eine Asymme-
trie der Tunnelbarrieren zusource- unddrain-Zuleitung bei den verwendeten Parame-
tern. F̈ur die letzte im Strom klar erkennbare Coulomb-Blockade-Oszillation mit be-
teiligten ElektronenzahlenN = 1 $ 2 wird aus dem nichtlinearen Transport ein Kon-
versionsfaktoragC ' 0;022 bestimmt. Die Ladeenergie im angrenzenden Coulomb-
Blockade-Bereich mitN = 2 betr̈agtEC ' 1;65meV.

7.2.2 Fock-Darwin-Zusẗande

Die Abhängigkeit der Position der Coulomb-Blockade-Resonanzen von einem extern
angelegten Magnetfeld kann wie in Kapitel3 dargelegt zur Charakterisierung der am
Transport beteiligten Quantenzustände genutzt werden. Eine entsprechende Messung
ist in Abbildung7.3(a) dargestellt. Sie zeigt den differentiellen Leitwert des Quanten-
punkts in linearer Antwort als Funktion von GatterspannungUgC und senkrecht zum
zweidimensionalen Elektronengas angelegtem MagnetfeldB? . Die restlichen Gatter-
spannungen werden identisch wie in der Messung von Abbildung 7.2 geẅahlt (siehe
auch Tabelle7.1, Parametersatz

”
abgeschlossener Quantenpunkt“).

Die Amplitude des Leitwerts nimmt mit zunehmendem Magnetfeld aufgrund
der Einschn̈urung der elektronischen Zustände f̈ur jede einzelne Coulomb-Blockade-
Oszillation ab (vgl. Abschnitte3.3.3und8.3.4). Zus̈atzlichändern sich die Werte der
GatterspannungUgC, bei denen die Maxima des Leitwerts auftreten, mit zunehmen-
dem Feld. Um diese Positionsänderung zu verdeutlichen, wurde die Lage der Ma-
xima numerisch ermittelt und unter Annahme eines konstanten Konversionsfaktors
agC = 0;022 in eine Energieskala umgerechnet. Auf die so erhaltenenWerte wurde ein
für jedes Leitwertmaximum konstanter Offset addiert, so daßdie Coulomb-Blockade-
Oszillationen beiB? = 1T äquidistant mit einem Abstand vonDE = 0;12meV liegen.
Physikalisch entspricht dies dem Setzen der LadeenergieEC des Quantenpunkts auf
einen kleinen von der Elektronenzahl unabhängigen Wert.

Abbildung7.3(b) zeigt die Ergebnisse dieser Auswertung. Für große Magnetfelder
B? & 1T ver̈andern sich die Positionen aller Maxima gleichartig. Im Bereich kleiner
Magnetfelder dagegen tritt teilweise eine Paarbildung derLeitwertmaxima auf. F̈ur
N = 1 $ 2 nimmt die Steigung dEmax=dB? stetig zu. Die Positionen der̈Uberg̈ange
N = 2$ 3 undN = 3$ 4 verlaufen zueinander parallel mit einem Minimum der Ener-
gie beiB? ' 0;4T. Ebenso verhalten sich bis auf eine Abweichung für B? . 0;2T die
ÜbergangeN = 4 $ 5 undN = 5 $ 6 zueinander̈ahnlich. Sie zeigen einëAnderung
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Abbildung 7.3: (a) Differentieller Leitwert als Funktion von GatterspannungUgC und Ma-
gnetfeldB? senkrecht zum 2DEG. (b) Energien der Leitwertmaxima unter Annahme eines
konstanten Konversionsfaktors vonagC = 0;022. Zur Verdeutlichung der̈Anderungen wurde
für jedes Leitwertmaximum ein Offset subtrahiert, so daß die Linien beiB? = 1T äquidi-
stant sind. Inset: Vorhersage für nicht wechselwirkende Elektronen im Fock-Darwin-Potential.
(c), (d): Abḧangigkeit der LadeenergieEC von der Elektronenzahl. F̈ur B? . 0;1T ist die

”
ma-

gische“ ElektronenzahlN = 6 bei Abschluß einer Zustandsschale klar erkennbar.

67



7. Ein Quantenpunkt mit N=0,1,2,... Elektronen

der Steigung dEmax=dB? und damit einem Grundzustandsübergang (vgl. Abschnitt
3.3) bei 0;25T . B? . 0;3T. Dies ist in Abbildung7.3(b) durch eine vertikale Li-
nie angedeutet. Die Grundzustandsüberg̈ange werden auch bei höheren Elektronen-
zahlen beobachtet, allerdings kann eine klare Paarbildungder Coulomb-Blockade-
Oszillationen hier nicht festgestellt werden.

Wie ein Vergleich mit dem Modell aus Kapitel3 ergibt, ist die Verschiebung der
Maxima bei wachsendem Magnetfeld für N � 6 der Vorhersage des Fock-Darwin-
Modells aus Abbildung3.6(b) ähnlich. Diese ist in Abbildung7.3(b) nochmals verklei-
nert wiedergegeben. Die typischen Energieabhängigkeiten des Fock-Darwin-Modells,
E(B? ) = � ~wc=2, sind oben links in der Graphik eingetragen und stehen im Ein-
klang mit den beobachteten Energieänderungen bei kleinem Magnetfeld für N = 5 oder
N = 6. Die Lage der ersten Grundzustandsüberg̈ange f̈ur N = 4 $ 5 undN = 5 $ 6
läßt nach Gleichung3.34für ein Fock-Darwin-Potential den Rückschluß auf das Os-
zillatorquantum~w0 =

p
2~wc(B? ) ' 620� 740µeV zu.

Mehrere Abweichungen vom Fock-Darwin-Modell können beobachtet werden.
Die Pfeile in Abbildung7.3(b) markieren parallele Verschiebungen sämtlicher be-
obachteten Maxima beiB? ' 0;88T undB? ' 1;17T. Die Elektronen�̈achendichte
des freien zweidimensionalen Elektronengases der Probens = 1;7� 10151=m2 läßt die
Identi�kation dieser energetischen Verschiebung als Erreichen der geradzahliger Füll-
faktoren im zweidimensionalen Elektronengas der Zuleitungen (siehe Abschnitt3.3.1)
zu. Man erḧalt als Werte f̈ur den F̈ullfaktor n2DEG(0;88T) ' 8 bzw.n2DEG(1;17T) ' 6.

Das Verhalten des̈UbergangsN = 4 $ 5 weicht bei niedrigen Magnetfeldern
B? . 0;2T von dem beobachteten Paarmuster ab. Dies ist in Abbildung7.3(b) mit
einer Ellipse markiert. M̈ogliche Erkl̈arungen hierf̈ur können durch die nicht im Fock-
Darwin-Modell ber̈ucksichtigte Wechselwirkung der Elektronen und zum Beispiel die
Hund'sche Regel [Tarucha u. a. 1996] gegeben werden. Hier ist auch der Grund für die
zunehmenden Diskrepanzen zwischen Modell und Messung bei höheren Elektronen-
zahlen zu suchen. Zusätzlich muß ber̈ucksichtigt werden, daß das Quantenpunktpo-
tential allein schon aufgrund der Tunnelbarrieren nicht den hohen Symmetriegrad des
zweidimensionalen harmonischen Oszillators aufweist.

Abbildungen7.3(c) und (d) zeigen die LadeenergieEC des Quantenpunkts als
Funktion der ElektronenzahlN. Für B? . 0;1T (c) ist ein lokales Maximum der Ad-
ditionsenergie beiN = 6 klar erkennbar. In Analogie zur Atomphysik kann dies so
interpretiert werden, daß hier eine Schale der Elektronenkon�guration abgeschlossen
wird [Tarucha u. a. 1996, Ciorga u. a. 2000]. Bereits beiB? ' 200mT ist dieser Effekt
jedoch f̈ur N = 6 aufgrund der aufgehobenen Niveauentartung vollständig unterdr̈uckt.
Die aufgrund der Spinentartung erwartete Oszillation der Ladeenergien mit Periode
DN = 2 kann nicht klar beobachtet werden.
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7.3 Starke Kopplung an die Zuleitungen

Wird die Tunnelkopplung zwischen Quantenpunkt und Zuleitungen erḧoht, so ge-
winnen Tunneleffekte ḧoherer Ordnung an Gewicht. Abbildung7.4 zeigt den diffe-
rentiellen LeitwertG des auch bisher betrachteten Quantenpunkts als Funktion von
GatterspannungUgC und Magnetfeld senkrecht zum zweidimensionalen Elektronen-
gas B? . Im Vergleich zu Abbildung7.3(a) sind positivere Seitengatterspannungen
und damit eine stärkere Kopplung des Quantenpunkts an die Zuleitungen gewählt.
Die Spannungswerte entsprechen dem Parametersatz

”
mittlerer Quantenpunkt“ (Ab-

bildung7.4(a)) bzw.
”
offener Quantenpunkt“ (Abbildung7.4(b)–(d)) aus Tabelle7.1.

Mehrere Ver̈anderungen im Additionsspektrum fallen mit wachsender Kopplung
des Quantenpunkts an die Zuleitungen auf. Für geringes MagnetfeldB? . 0;1T und
GatterspannungenUgC > � 0:6V (Abbildung7.4(a)) bzw.UgC > � 0;8V (Abbildung
7.4(b)) sind keine klaren Coulomb-Blockade-Oszillationen mehrerkennbar. Dies kann
auf den Verlust des Einschränkungspotentials beïOffnung der Tunnelbarrieren zu den
Zuleitungen zur̈uckgef̈uhrt werden [Schmid u. a. 2000]. Bei größerem Magnetfeld tre-
ten die Coulomb-Blockade-Oszillationen wieder deutlich hervor, daüber die Verrin-
gerung der magnetischen Länge eine effektive Verbreiterung der Tunnelbarrieren statt-
�ndet. Die Oszillationen verschieben sich aufgrund der kapazitiven Wechselwirkung
des Quantenpunkts mit Gattern gL und gR bei stärkerer Kopplung zu den Zuleitun-
gen in Richtung negativerer SpannungUgC. Sie werden breiter und mehr und mehr
von einem gleichm̈aßigen Hintergrundleitwert dominiert. Für Füllfaktorenn < 2, d.h.
rechts der in Abbildungen7.4(a) und (b) eingezeichneten Linie mitn = 2, treten die
Leitwertmaxima regul̈ar auf. Im Bereichn . 2 hingegen wird ein komplexes Muster
von Bereichen erḧohten differentiellen Leitwerts beobachtet.

Abbildungen7.4(c) und (d) zeigen eine Messung von Teilen des Parameterbereichs
aus Abbildung7.4(b) bei wesentlich feinerer Rasterung. Die Gatterspannungen ent-
sprechen wiederum dem Parametersatz

”
offener Quantenpunkt“ aus Tabelle7.1. Verti-

kale Streifen niedrigen Leitwerts können nun̈aquidistant in 1=B? jeweils bei ungerad-
zahligen F̈ullfaktoren des freien zweidimensionalen Elektronengases aufgel̈ost wer-
den. Sieüberlagern das Leitwertmuster ohne erkennbareÜbereinstimmungen. Dies
legt nahe, daß es sich hierbei um die Shubnikov-de-Haas-Oszillationen des Leitwerts
im freien zweidimensionalen Elektronengas der Zuleitungen handelt [Fowler u. a.
1966, Zozoulenko u. a. 1999]. Insbesondere treten jedoch Bereiche größeren und klei-
neren Leitwerts des Quantenpunkts für n . 2 wie in Abbildung7.4(c) durch Linien an-
gedeutet als

”
Schachbrettmuster“ hervor. Der in Richtung höheren Magnetfelds letzte

Übergang zwischen zwei Spalten dieses
”
Schachbretts“ liegt auf der Linie konstanten

Füllfaktorsn = 2 im Quantenpunkt.
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Abbildung 7.4: Differentieller Leitwert G des Quantenpunkts als Funktion des Magnet-
feldsB? senkrecht zum zweidimensionalen Elektronengas und der GatterspannungUgC, ana-
log zu Abbildung 7.3(a), aber f̈ur weiter gëoffnete Tunnelbarrieren zu den Zuleitungen.
(a) Übersichtsmessung für den Parametersatz

”
mittlerer Quantenpunkt“ (UgL = � 0;508V,

UgR = � 0;535V, vgl. Tabelle7.1), (b) Übersichtsmessung des
”
offenen Quantenpunkts“

(UgL = � 0;508V,UgR = � 0;495V). (c), (d): Detailmessung höherer Au�ösung bei gleichen
Gatterspannungen wie (b). Die in (c) und (d) aufgetragenen Daten wurden einige Tage nach
(b) aufgezeichnet. Vermutlich aufgrund von Umladungen haben sich die Oszillationen inUgC

verschoben. Die mittels Quantenpunktkontakt-Detektion bestimmte Elektronenzahl sowie die
Lage des F̈ullfaktorsn = 2 im Quantenpunkt ist jeweils eingetragen.
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7.3.1 Kern-Ring-Modell des Magnetfeld-modulierten Kondo-
Effekts

Schachbrettartige Muster erhöhten Leitwerts im linearen Transportregime wurden
bereits an offenen Vielelektronen-Quantenpunkten beobachtet undüber nichtlinea-
ren Transport und temperaturabhängige Messungen als Kondo-Effekt identi�ziert
[Schmid u. a. 2000]. Der Wechsel von hohem und niedrigem Leitwert in Coulomb-
Blockade in Abḧangigkeit von der ElektronenzahlN kann über das Auftreten des
Kondo-Effekts bei Vorhandensein eines ungepaarten Elektronenspins, also bei un-
gerader Elektronenzahl, erklärt werden. Dieses Modell kann jedoch nicht die Ma-
gnetfeldabḧangigkeit des Kondo-Effekts bei konstanter Ladung des Quantenpunkts
beschreiben. Diese Magnetfeldabhängigkeit beruht auf der Separation der elektroni-
schen Zusẗande eines Vielelektronen-Quantenpunkts in Landau-Niveaus ähnlich de-
nen des freien zweidimensionalen Elektronengases [Keller u. a. 2001]. Dem Landau-
Niveau mit Indexl können jeweils alle Fock-Darwin-Zustände mit Quantenzahlen
(n� m)=2 = l = const. (vgl. Abschnitt3.3.3) zugeordnet werden.

Die Landau-Niveaus in einem Quantenpunkt können als konzentrische Ring-
zusẗande veranschaulicht werden. Man nimmt nun an, daß allein der Spin deräußer-
sten Randzustände, also der Elektronenzustand des niedrigsten Landau-Niveaus mit
l = 0, daf̈ur ausschlaggebend ist, ob eine Hybridisierung mit den Zuleitungen und
damit Kondo-Effekt m̈oglich ist. Eine Erḧohung des Magnetfelds bewirkt eine suk-
zessive Umverteilung der Elektronen zwischen Ring- (d.h.l = 0) und Kernzusẗanden
(d.h. l > 0), so daß imäußeren Landau-Niveaul = 0 die Zahl der Elektronen ab-
wechselnd gerade bzw. ungerade ist. Läßt man ḧohere Spinzustände unber̈ucksichtigt,
so tritt Kondo-Effekt nur f̈ur ungerade Elektronenzahl und damit einen ungepaarten
Elektronenspin im Ringzustand auf.

Bei der Umverteilung der Elektronen zwischen Kern und Ring entspricht je-
der Transfer eines Elektrons anschaulich dem Hinzufügen eines magnetischen Fluß-
quantums zur effektiven Fläche des Quantenpunkts [Stopa u. a. 2003]. Beispielswei-
se hat das

”
Schachbrett-Feld“ um Position B in Abbildung7.4(d) eine Breite von

DB? ' 80mT, was dem Hinzufügen eines magnetischen FlußquantumsF 0 = h=2e
in einer Kreisscheibe mit Radiusreff ' 90nm entspricht.

Die Skizze in Abbildung7.5(a) verdeutlicht das Ring-Kern-Modell für einen
Quantenpunkt mit zwei besetzten Landau-Niveaus. Die Umverteilung der Ladung
konnte mittels Quantenpunktkontakt-Detektion in einem dem hier beschriebenen
sehrähnlichen Meßaufbau für 7 � N � 13 Elektronen direkt nachgewiesen werden
[Sprinzak u. a. 2002]. Das Ring-Kern-Modell liefert auch eine Erklärung f̈ur eine in
dieser Situation beobachtete Verschiebung der Leitwertmaxima bei Variation des Ma-
gnetfelds. In der Skizze von Abbildung7.5(a) sind die beiden Landau-Niveaus be-
reits als getrennte Elektronensysteme gezeichnet. Man modelliert sie nun durch einen
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Abbildung 7.5: (a) Schematische Skizze eines Quantenpunkts mit zwei besetzten Landau-
Niveaus. Die durch die zwei Niveaus gegebenen Elektronensysteme werden als tunnelgekop-
pelter Doppelquantenpunkt modelliert. (b), (c) Auswirkung vonÄnderungen der angelegten
GatterspannungV und des MagnetfeldsB? : V ändert die GesamtelektronenzahlN, B? führt
zu einer Umverteilung der Elektronen zwischen Ring- und Kernzuständen. In (b) sind bei-
spielhafte Elektronenzahlen in Ring und Kern in der Form(NRing=NKern), in (c) beispielhafte
Spinkon�gurationen eingezeichnet. Graphik aus [Stopa u. a. 2003].

tunnelgekoppelten Doppelquantenpunkt [Stopa u. a. 2003], was zu einem Sechseck-
Muster stabiler Elektronenzahlen wie in Abbildung7.5(b) gezeichnet f̈uhrt. An die
Stelle der zwei Gatterspannungen, die in einem Doppelquantenpunkt die Potentiale
steuern, treten hier Gatterspannung und Magnetfeld.

7.3.2 Abḧangigkeit von Temperatur und source-drain-Spannung

Abbildung7.6zeigt bei verschiedenen MagnetfeldernB? jeweils Messungen des dif-
ferentiellen Leitwerts als Funktion der GatterspannungUgC für unterschiedliche Tem-
peraturen. Die TemperaturTMC wird an der Mischkammer des Verdünnungskryostaten
gemessen und geregelt. Sie stellt eine Untergrenze für Kristall- und Elektronentem-
peratur des Probenchips dar. Aufgrund von elektronischem Rauschen tritt bei tiefen
Temperaturen eine Sättigung der f̈ur den elektronischen Transport relevanten Elek-
tronentemperatur des zweidimensionalen Elektronengasesbei Tel ' 200mK ein. Das
MagnetfeldB? und der dargestellte Gatterspannungsbereich sind in Abbildung7.6je-
weils derartig geẅahlt, daß bei niedriger Temperatur in der Mitte jeder Teilgraphik
Kondo-Effekt vorliegt. Die entsprechenden Parameter sindzum Vergleich auch in Ab-
bildung7.4(d) mit A, B, C, D gekennzeichnet. Die Meßspuren sind bei den Temperatu-
renTMC = 30mK, 130mK, 230mK, 330mK, 430mK, 530mK, 730mK,� 1000mK,
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Abbildung 7.6: Temperaturabḧangigkeit ausgeẅahlter
”
Kondo-Schachbrett“-Felder:G(UgC)

für jeweils konstantes Magnetfeld und die Mischkammer-TemperaturenTMC = 30mK,
130mK, 230mK, 330mK, 430mK, 530mK, 730mK,� 1000mK, 1500mK und 2400mK, ent-
sprechend Schnitten durch die in Abbildung7.4(d) eingezeichneten Leitwertmaxima. (a):B? =
389mT, Maximum A; (b):B? = 495mT, Maximum B; (c):B? = 582mT, Maximum C;
(d): B? = 648mT, Maximum D.
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1500mK und 2400mK aufgezeichnet.

In allen beobachteten Fällen ist zu erkennen, daß sich mit steigender Temperatur
ein zus̈atzliches Minimum des Leitwerts in der Nähe der jeweils senkrecht grau ein-
gezeichneten Linie entwickelt, entsprechend dem für T ! 0 unterdr̈uckten Coulomb-
Blockade-Bereich. F̈ur die ḧochste in der Messung verwendete TemperaturT = 2;4K
sind die Coulomb-Blockade-Oszillationen stark temperaturverbreitert und deshalb un-
abḧangig von der Elektronenzahl im Quantenpunkt nur sehr schwach erkennbar.

Aufgrund des beobachteten Hintergrundleitwerts führt eine direkte Kurvenanpas-
sung zur Bestimmung der Kondo-Temperatur nach Gleichung3.44 zu physikalisch
nicht sinnvollen Kurvenparametern. Ein einfacher Weg, denHintergrund zu ber̈uck-
sichtigen, ist das Einführen eines zusätzlichen temperaturunabhängigen Leitwert-
Offset in Gleichung3.44als Fitparameter und das Setzen vons= 0;2 entsprechend der
theoretischen Vorhersage [Goldhaber-Gordon u. a. 1998a]. Die anzupassende Funkti-
on ist dann durch

G(T) = G0

�
T02

K

T2 + T02
K

� 0;2

+ Goffset mit T0
K =

TKp
25 � 1

(7.1)

gegeben. Abbildung7.7 zeigt die Temperaturabhängigkeit des Leitwerts bei den in
Abbildung7.6 mit senkrechten Linien markierten Gatterspannungen. Die durchgezo-
genen Linien entsprechen Kurvenanpassungen nach Gleichung 7.1. Die resultierenden
Fitparameter sind ebenfalls in Abbildung7.7 eingetragen. Da die genaue Tempera-
turabḧangigkeit des Leitwerthintergrunds nicht bekannt ist, müssen die Werte für die
Kondo-Temperatur jedoch mit Vorsicht betrachtet werden.

7.4 Resonanzaufspaltungen bei hohem Magnetfeld

Abbildung 7.8 zeigt über einen weiten Magnetfeldbereich eine Messung des diffe-
rentiellen Leitwerts des Quantenpunkts für Gatterspannungen entsprechend dem Pa-
rametersatz

”
mittlerer Quantenpunkt“ (UgL = � 0;508V,UgR = � 0;535V). F̈ur kleine

MagnetfelderB? < 0;75T treten, wie bereits für andere Gatterspannungen beschrie-
ben, orbitaleÜberg̈ange im elektronischen System auf. Das Magnetfeld, oberhalb des-
sen im Quantenpunkt ein Füllfaktor n < 2 vorliegt, liegt im betrachteten Gatterspan-
nungsbereich bei 0;4T . B? . 0;75T (vgl. Abbildung3.6 sowie Abbildung7.4(a),
in der ein anderer Ausschnitt der Messung von Abbildung7.8 in angepaßter Farb-
skala aufgetragen ist). Der̈Ubergang des Quantenpunkts zum Füllfaktor n < 1 kann
daraus grob in den Bereich 1;5T . B? . 2;5T abgescḧatzt werden. Oberhalb dieses
Übergangs bildet ein Quantenpunkt ein sogenanntesmaximum density dropletspinpo-
larisierter Elektronen. Bei weiterer Erhöhung des Magnetfeldes werden aufgrund der
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Abbildung 7.7: Temperaturabḧangigkeit des differentiellen Leitwerts für ausgeẅahlte
Gatterspannungs- und Magnetfeldwerte. Die entsprechenden Positionen sind in Abbildung
7.4(d) mit A, B, C, D sowie in Abbildung7.6(a)-(d) mit senkrechten Linien gekennzeichnet.
Die durchgezogenen Linien sind Kurvenanpassungen nach Gleichung7.1(siehe Text).
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Abbildung 7.8: Differentieller LeitwertG für USD ' 0 als Funktion vonUgC und B? (loga-
rithmische Farbskala). Die Tunnelbarrieren sind entsprechend dem Parametersatz

”
mittlerer

Quantenpunkt“ justiert (UgL = � 0;508V,UgR = � 0;535V). Man erkennt deutlich eine Auf-
spaltung aller Leitwertmaxima bei hohem MagnetfeldB? & 4T. Die gestrichelten senkrechten
Linien bezeichnen ganzzahlige Füllfaktoren im freien zweidimensionalen Elektronengas. Die
ElektronenzahlN im Quantenpunkt ist eingezeichnet.
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Abbildung 7.9: Magnetfeldabḧangigkeit der Aufspaltung für drei benachbarte Coulomb-
Blockade-Oszillationen. Abstand der zwei MaximaDUgC als Funktion des MagnetfeldsB?

für (a)N = 10$ 11, (b)N = 13$ 14 und (c)N = 15$ 16, ermittelt durch halbautomatische
Kurvenanpassung.

starken magnetischen Kompression der Zustände komplexe Zustände ungleichm̈aßiger
Ladungsverteilung oder Spin-Textur erwartet [Oosterkamp u. a. 1999].

Deutlich sichtbar in Abbildung7.8 sind parallele Verschiebungen aller Leitwert-
maxima beiB? ' 3;5T und B? ' 7T. Bei den in der Abbildung durch senkrech-
te gestrichelte Linien markierten Magnetfeldern liegen für die bekannte Elektronen-
� ächendichte deswafer ganzzahlige F̈ullfaktoren in den Zuleitungen vor. Die gute
Übereinstimmung der Magnetfelder der Verschiebungen mit Füllfaktor n2DEG= 2 und
n2DEG = 1 legt nahe, daß hier wie in Abschnitt3.3.1für geradzahlige F̈ullfaktoren be-
schrieben ein Sprung des chemischen Potentials in den Zuleitungen vorliegt. Es bleibt
ungekl̈art, warum eine Verschiebung für den ungeradzahligen Füllfaktor n2DEG = 1
auftritt. Die Beobachtung deckt sich jedoch mit denjenigen anderer Arbeitsgruppen
[Ciorga u. a. 2000].

Von besonderem Interesse ist, daß bei hohen Magnetfeldern alle beobachteten Leit-
wertmaxima unabḧangig von der Elektronenzahl in zwei getrennte Maxima aufspalten.
Die Aufspaltung kann in Abbildung7.8 bis zu Magnetfeldern vonB? > 7T beob-
achtet werden. In diesem Magnetfeldbereich ist das zweidimensionale Elektronengas
sowohl innerhalb als auch außerhalb des Quantenpunkts vollsẗandig spinpolarisiert.
Damit sind Spinaufspaltungen der elektronischen Zustände als Ursache unwahrschein-
lich.

Abbildung 7.9 zeigt den Abstand der zwei sich jeweils bildenden Maxima als
Funktion des Magnetfelds für drei beispielhalft ausgeẅahlte Coulomb-Blockade-
Oszillationen. Zur Ermittlung wurde eine Summe von zwei cosh� 2-Funktionen glei-
cher Breite an die Meßdaten halbautomatisch angepaßt. Die beobachtete Abḧangig-
keit der Aufspaltung vom Magnetfeld ist nicht linear. Sie zeigt in allen betrachteten
Fällen ein lokales Maximum beiB? ' 7T. In Energie umgerechnet liegt der Betrag
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Abbildung 7.10: Abhängigkeit der Aufspaltung von der Asymmetrie der Gatterspannungen.
Differentieller Leitwert des Quantenpunkts als Funktion der GatterspannungenUgL undUgR

bei konstantemUgC = � 0;4V. Als Magnetfeld ist konstantB? = 6T angelegt.

der beobachteten Aufspaltung grob in der Größenordnung des Zeeman-Effekts. Trotz-
dem kann es sich hierbei nicht um die Zeeman-Aufspaltung handeln. Diese ist linear
in B? und wird in der Regel nur bei endlichersource-drain-Spannung (vgl. Kapitel
10 und [Hanson u. a. 2003]) sichtbar. Zudem ḧangt der beobachtete Effekt offenbar
nicht nur von Magnetfeld, sondern auch von den Gatterspannungen ab, wie in Abbil-
dung7.10verdeutlicht ist. Hier ist der differentielle Leitwerts des Quantenpunkts bei
konstantemUgC = � 0;4V als Funktion der an den seitlichen Gattern gL und gR an-
gelegten SpannungenUgL undUgR aufgetragen. Das Magnetfeld ist hierbei konstant
B? = 6T. In der Abbildung ist deutlich zu erkennen, daß die Größe der Aufspaltung
der Leitwertmaxima vom Verḧaltnis der Ḧohen der Tunnelbarrieren zusource- und
drain-Zuleitung abḧangt. F̈ur eine relativ niedrige Tunnelbarriere zursource-Zuleitung
ist sie maximal, im entgegengesetzten Fall einer niedrigenTunnelbarriere zumdrain-
Kontakt nicht mehr nachweisbar. Damit liegt offensichtlich ein von der Potentialgeo-
metrie abḧangiger Effekt vor.

Eine Messung des nichtlinearen Transportspektrums des Quantenpunkts bei ho-
hem Magnetfeld liefert zusätzliche unerwartete Resultate. In Abbildung7.11 ist der
differentielle Leitwert durch den Quantenpunkt beiB? = 6T als Funktion vonsource-
drain-SpannungUSD und GatterspannungUgC aufgetragen. Die Bereiche des Einzel-
elektronentunnelns bei positiver bzw. negativersource-drain-Spannung sind gegen-
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Abbildung 7.11: Differentieller Leitwert des Quantenpunkts als Funktion vonUSD undUgC

bei B? = 6T (Parametersatz
”
mittlerer Quantenpunkt“, logarithmische Farbskala). Die Spur

für USD = 0 ist zus̈atzlich in logarithmischer Skala als Linie aufgetragen.

einander verschoben. Die dreiecksförmigen Bereiche endlichen Leitwerts fürUSD � 0
ragen f̈ur einen Bereich der GatterspannungUgC noch mit ihrer SpitzëuberUSD = 0
hinaus, ebenso diejenigen fürUSD � 0. Im linearen Transport wird damit aufgrund der
Verschiebung zwischen den beiden Bereichen eine Doppelmaximum-Struktur sicht-
bar. Zur Verdeutlichung dieses Zusammenhangs ist in Abbildung7.11der Leitwert in
linearer Antwort (USD = 0) nochmals als Linienplot in gleicherUgC-Skala aufgetragen.

Die relative Verschiebung inUgC zwischen Einzelelektronentunneln bei positiver
und negativersource-drain-Spannung nimmt mit negativerer SpannungUgC am zentra-
len Gatter zu. Zus̈atzlich kann f̈ur UgC < � 0;45V kein linearer Transport mehr beob-
achtet werden. Wie in Abbildung7.11durch schwarze gepunktete Linien angedeutet,
wird für weiter negative GatterspannungUgC eine gr̈oßere und gr̈oßeresource-drain-
SpannungjUSDj ben̈otigt, um diese Transportblockade aufzuheben.

Verzerrte Coulomb-Diamanten wurden bereits bei hohen Magnetfeldern beobach-
tet und auf eine Umordnung der Elektronenzustände bei diskreten Magnetfeldwerten
zurückgef̈uhrt [Oosterkamp u. a. 1999, Tans u. a. 1998]. Der hier beobachtete Effekt
ist jedoch gleichermaßen̈uber einen weiten Magnetfeldbereich sichtbar, so daß diese
Ursache ausscheidet. Das Verhalten in Abbildung7.11 legt nahe, daß das Potential,
entlang dessen sich Elektronen durch den Quantenpunkt bewegen, von dem Vorzei-
chen des Stroms abhängt.
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Abbildung 7.12: Spekulatives Modell f̈ur die Aufspaltung der Leitwertmaxima (siehe Text).

Man kann spekulieren, daß sich die Elektronen im hohen Magnetfeld entlang eines
Randkanals durch den Quantenpunkt bewegen, wie in Abbildung7.12 skizziert ist.
Abhängig von der Richtung des Tunnelstroms be�ndet sich das effektive Potentialmi-
nimum für das tunnelnde Elektron nahe oder entfernt der Gatterelektrode. Damit wird
das Elektron unterschiedlich stark kapazitiv von der GatterspannungUgC beein�ußt.
Eine Änderung des Magnetfelds führt zu einerÄnderung der Lage der Randkanäle
und damit anderer Ankopplung, wie auch unterschiedliche Gatterspannungen an den
seitlichen Gattern.

Eine endg̈ultige Erkl̈arung dieses beobachteten Phänomens erfordert allerdings
weitere eingehende Untersuchungen, die im Rahmen dieser Arbeit aus Zeitgr̈unden
nicht mehr durchgeführt werden konnten.
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Kapitel 8

Ein Doppelquantenpunkt mit
N=0,1,2,... Elektronen

Der in Kapitel7 vorgestellte Quantenpunkt kann durch Veränderung der angelegten
Gatterspannungen zu einem tunnelgekoppelten Doppelquantenpunkt verformt werden.
Das Transportspektrum des so de�nierten Doppelquantenpunkts bei niedrigen Elektro-
nenzahlenN = 0;1;2; : : : wird in diesem Kapitel betrachtet. Abschnitt8.1 beschreibt
die Verformung des Einzelquantenpunkts zum Doppelquantenpunkt und dessen grund-
legende Eigenschaften. In Abschnitt8.2werden die Transporteigenschaften des Dop-
pelquantenpunkts bei endlichersource-drain-SpannungUSD untersucht. Abschnitt8.3
betrachtet im Detail die Eigenschaften des Transportspektrums f̈ur die Elektronenzahl
N � 1 und stellt ein neuartiges Verfahren zur eindeutigen Identi�kation der Quan-
tenzusẗande und zur Bestimmung der Tunnelkopplung vor. Abschnitt8.4geht auf das
analog aufgenommene Spektrum bei 1� N � 2 ein. Abschließend werden in Abschnitt
8.5Messungen des Transportspektrums für beide Bereiche der Elektronenzahl vorge-
stellt, bei denen die GatterspannungUgC anstelle der GatterspannungenUgL undUgR
zur ann̈ahernd symmetrischen Potentialvariation eingesetzt wird.

8.1 Verformung eines Einzelquantenpunkts zum Dop-
pelquantenpunkt

Im Gegensatz zu vertikal geätzten Quantenpunkten [Reed u. a. 1986], bei denen die
Form des freistehenden Pfeilers den Symmetrieanforderungen angepasst werden kann
[Tarucha u. a. 2000], ist das Einschr̈ankungspotential lateraler Quantenpunkte im all-
gemeinen asymmetrisch. Selbst bei einer weitgehend symmetrischen Gatteranordnung
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8. Ein Doppelquantenpunkt mit N=0,1,2,... Elektronen

ergibt sich eine Abweichung vom Fock-Darwin-Potential allein schon durch die An-
wesenheit von Tunnelbarrieren zu den Kontakten.

In den Messungen des vorherigen Kapitels wurden Eigenschaften eines Einzel-
quantenpunkts betrachtet. Messungen des Leitwerts in Abhängigkeit von den Gatter-
spannungenUgL undUgR lieferten keinerlei Hinweise auf das Vorliegen eines Dop-
pelpotentialtopfs. Ẅahlt man die GatterspannungenUgL undUgR der seitlichen Gat-
ter positiver und zugleich die an den zentralen Gattern angelegten SpannungenUgC
undUgX negativer, so verstärkt sich die aufgrund der Tunnelbarrieren bereits vorhan-
dene Symmetriebrechung. Das Elektronensystem des Einzelquantenpunkts verformt
sich zunehmend. Die Auswirkungen hiervon auf den Fock-Darwin-Hamiltonoperator
können f̈ur kleine Verzerrung beispielsweise nach [Kyriakidis u. a. 2002] mit

H = HFock-Darwin+ g
1
2

m� w2
0

�
x�

y2

z

� 2

(8.1)

beschrieben werden, wobei die Parameterg und z die Potentialverzerrung charakte-
risieren. Hier wird dem parabolischen Potential ein näherungsweise halbkreisförmi-
ger Graben mit parabolischem Schnittüberlagert. Betrachtet man die Verformung als
kleine Sẗorung, so ergibt sich eine Verschiebung der Eigenenergien des Einzelquan-
tenpunkts. Starke Verformung kann zur Bildung eines Doppelmuldenpotentials, also
eines Doppelquantenpunkts führen.

Dies ist in Abbildung8.1 anhand einer Messung illustriert. Ausgehend von den
Parametern aus Kapitel7 wird die GatterspannungUgX auf � 0;566V gesetzt. Die
Abbildung zeigt den differentiellen Leitwert als Funktionvon UgC und den an den
seitlichen Gattern angelegten Spannungen. Hierbei werdenUgL und UgR gleichzei-
tig proportional zueinander variiert. Für positivere Werte vonUgL undUgR verschie-
ben sich die Coulomb-Blockade-Oszillationen des Quantenpunkts in Richtung ne-
gativerer Werte vonUgC. Am unteren Rand des Plots von Abbildung8.1, also bei
UgL = � 0;47V,UgR = � 0;4315V undUgX = � 0;566V, kann eine Vergrößerung des
Coulomb-Blockade-Bereichs mit zwei Elektronen, sowie eine Verkleinerung der Be-
reiche mitN = 1 undN = 3 beobachtet werden.

Diese Paarbildung der Leitwertmaxima liefert einen Hinweis auf das m̈ogliche Vor-
liegen eines Doppelquantenpunkts. Zum Hinzufügen des zweiten Elektrons muß die
vergleichsweise geringe Coulomb-Abstoßung zwischen zwei Elektronen in verschie-
denen Quantenpunktenüberwunden werden, d.h. der Coulomb-Blockade-Bereich für
N = 1 ist auf der Gatterspannungsskala entsprechend klein. Im Gegensatz hierzu muß
das dritte Elektron auf einen bereits besetzten Quantenpunkt geladen werden, und es
wirkt die deutlich gr̈oßere Coulomb-Abstoßung zweier Elektronen innerhalb eines
Quantenpunkts. Im Stabilitätsdiagram eines Doppelquantenpunkts (siehe Abbildung
4.2) entspricht diese Messung einer Spur entlang derS-Achse durch die Tripelpunkte
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Abbildung 8.1: Graduelle Verformung eines Quantenpunktes zum Doppelquantenpunktdurch
Verschiebung des Gleichgewichts zwischen den zentralen undäußeren Gatterspannungen: Der
differentieller LeitwertG ist als Funktion der zentralen GatterspannungUgC und der proportio-
nal zueinander variierten SeitengatterspannungenUgL undUgR aufgetragen. Drift der Gatter-
spannungen zwischen den einzelnen Meßbereichen ist in der Abbildungmanuell korrigiert.
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Abbildung 8.2: (a) dc-Strom durch den seriellen Doppelquantenpunkt beiUSD,dc = 50µV
als Funktion vonUgL undUgR. Die weiteren Gatterspannungen sind konstantUgC = � 1;4V,
UgX = � 0;566V undUgQPC = � 0;458V. (b) Quantenpunktkontakt-Signal dIQPC=dUgL bei
identischen Gatterspannungen. Für besseren Kontrast wurde ein linearer Hintergrund subtra-
hiert (Details siehe Text).

symmetrischer LadungsverteilungNL=NR = 0=0 $ 1=0 $ 0=1 und 1=0 $ 0=1 $ 1=1
mit NL (NR) als der Elektronenzahl im linken (rechten) Quantenpunkt.Im folgen-
den werden diese beiden Tripelpunkte des Stabilitätsdiagramms mit TP1 und TP2 ab-
gek̈urzt.

Der eindeutige Nachweis, daß es sich bei dem beobachteten System um einen Dop-
pelquantenpunkt handelt, ist durch die in Abbildung8.2 gezeigte Messung geführt.
Abbildung8.2(a) zeigt den dc-Strom im Bereich linearer Antwort mitUSD = 50µV, als
Funktion der beiden SeitengatterspannungenUgL undUgR. Die weiteren Gatterspan-
nungen sind konstantUgC = � 1;4V, UgX = � 0;566V undUgQPC= � 0;458V. In Ab-
bildung8.2(b) ist für identische Gatterspannungen die am Quantenpunktkontakt detek-
tierte SteilheitGT aufgetragen. Dabei wurde an Mesaanschluß D2 (vgl. Abbildung 7.1)
eine Spannung vonUSD,QPC= 1;5mV angelegt. Die Anschlüsse zu densource- und
drain-Kontakten S und D wurden gemeinsam mit dem Eingang des Strom-Spannungs-
Wandlers verbunden. Damit war sichergestellt, daß keinesource-drain-SpannungUSD
über den Doppelquantenpunkt abfällt. Die Amplitude des resultierenden Signals zeigt
starke Abḧangigkeit vonUgR, da Gatter gR dicht am Quantenpunktkontakt liegt. Um
in Abbildung 8.2(b) einen besseren Kontrast zu erhalten, wurde für jede Zeile der
Graphik (alsoUgR = const.) eine GeradẽG(UgL) numerisch angepaßt und von den
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8.2. Transport bei endlicher source-drain-Spannung

Meßdaten subtrahiert. Der gleiche Prozeß wurde dann für jede Spalte (UgL = const.)
wiederholt.

Die charakteristische Wabenstruktur des Stabilitätsdiagramms eines Doppelquan-
tenpunkts, wie in Abschnitt4.1 erklärt, ist bei beiden Gr̈oßenI und GT erkennbar.
Mit Hilfe des Quantenpunktkontakts können die vollsẗandigen Kon�gurationsgren-
zen des Doppelquantenpunkts aufgelöst werden. Soweit diese im Strom auch sicht-
bar sind, stimmt die Lage der Kon�gurationsgrenzen und der Tripelpunkte in beiden
Messungen sehr gutüberein. Beide in Abschnitt4.2beschriebenen Kriterien für starke
Tunnelkopplung in einem Doppelquantenpunkt können deutlich beobachtet werden —
sowohl die Abrundung der Grenzen fester Elektronenkon�gurationen als auch das Vor-
liegen von Transport auf Kon�gurationsgrenzen abseits derTripelpunkte [Blick u. a.
1996, 1998].

Im Quantenpunktkontakt-Signal sind̈uber den gesamten mit 0/0 markierten Be-
reich in Abbildung8.2(b) keine Linien reduzierter Steilheit sichtbar, die aufÄnde-
rungen der Elektronenzahl hinweisen würden. Auf beiden Seiten des Doppelquanten-
punkts ist offensichtlich jedoch die Detektion von Umladungen noch bei wesentlich
höherem Potential m̈oglich. Daher kann der Doppelquantenpunkt hier als gänzlich
entladen angenommen werden [Elzerman u. a. 2003, Petta u. a. 2004]. Die Leitwert-
maxima des Systems wurden während der Verformung vom Einzelquantenpunkt zum
Doppelquantenpunkt kontinuierlich gemessen. Dies ermöglicht den Vergleich zu der
Elektronenzahl-Bestimmung des Quantenpunkts aus Kapitel7, was obige Schlußfol-
gerung besẗatigt. Die Zahl der im linken (rechten) Quantenpunkt gefangenen Elektro-
nen wird im folgenden alsNL (NR) bezeichnet. In den Bereichen konstanter Ladung
des Stabiliẗatsdiagramms in Abbildung8.2ist die Ladungskon�guration jeweils in der
Form

”
NL=NR“ angegeben.

8.2 Transport bei endlicher source-drain-Spannung

Durch einen Doppelquantenpunkt schwacher Tunnelkopplungist Strom im Bereich
linearer Antwort nur direkt an den Tripelpunkten des Stabilitätsdiagramms m̈oglich,
da die Elektronenzahl in beiden Quantenpunkten �uktuierenkönnen muß. Liegt eine
endlichesource-drain-Spannung an, so entsteht hierdurch wie in Kapitel4 beschrie-
ben ein endliches Transportfenster, das im Stabilitätsdiagramm pro Tripelpunkt einen
dreieckigen Bereich umfaßt [Dixon u. a. 1996, van der Wiel u. a. 2003, Johnson u. a.
2004]. Dies ist in Abbildung8.3 anhand eines Beispiels aus der Literatur nochmals
demonstriert.

Abbildung8.4zeigt für den Fall starker Tunnelkopplung zwischen den zwei Quan-
tenpunkten den Strom und den differentiellen Leitwert durch den Doppelquantenpunkt
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Abbildung 8.3: Aufweitung der Tripelpunkte im Stabilitätsdiagramm eines schwach tunnelge-
koppelten Doppelquantenpunkts bei endlichersource-drain-Spannung. (a) Messung des Tun-
nelstroms aus [Johnson u. a. 2004] bei USD = � 0;5mV. (b) Skizze hierzu in Analogie zu Ab-
bildung4.3.

als Funktion vonUgL undUgR. Dabei wird der Gatterspannungsbereich in der Nähe
der Tripelpunkte TP1 und TP2 betrachtet. In diesem Bereich des Stabiliẗatsdiagramms
be�nden sich bis zu einem bzw. zwischen einem und zwei Elektronen im Doppelquan-
tenpunkt. Im Vergleich von Abbildungen8.4(a) und (b) mit dem Fall schwacher Tun-
nelkopplung in Abbildung8.3(a) ergeben sich mehrere deutliche Unterschiede. Die
beiden Tripelpunkte verschmelzen bei der vorliegendensource-drain-Spannung nicht,
da mit der sẗarkeren Tunnelkopplung auch eine stärkere kapazitive Kopplung als in
den Messungen aus [Johnson u. a. 2004] vorliegt. Weiterhin geht der Tunnelstrom für
N = 1 $ 2 auch auf der Grenze der Ladungskon�gurationen abseits desTripelpunkts
TP2 nicht auf Null zur̈uck. Die Grenzlinie wird bei endlichersource-drain-Spannung
als breiter Streifen endlichen Stroms sichtbar.

Insbesondere führen jedoch bei starker Tunnelkopplung die delokalisierten mo-
lekularen Zusẗande zu einer charakteristischen Vergrößerung des Bereichs erhöhten
Stroms direkt an den Tripelpunkten. Dies kann deutlich an Tripelpunkt TP1 beobachtet
werden. Zus̈atzlich zu der dreiecksähnlichen Region wird ein in Abbildungen8.4(a)
und (b) mit Pfeilen markierter Bereich beobachtet, in dem Einzelelektronentunneln
statt�ndet. Abbildungen8.4(c)–(e) zeigen den gleichzeitig bei identischen Parame-
tern aufgezeichneten differentiellen Leitwert des Doppelquantenpunkts. Hier werden
die Grenzen der Bereiche erhöhten Stroms als Linien endlichen differentiellen Leit-
werts sichtbar. Beide Tripelpunkte spalten nicht in zwei Linien, wie im Fall schwacher
Tunnelkopplung erwartet, sondern in drei Linien auf. In Abildung 8.4(c) sind diese
mit I, II, III (f ür Tripelpunkt TP1) beziehungsweise IV, V, VI (für Tripelpunkt TP2)
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Abbildung 8.4: Aufspaltung der TripelpunkteNL=NR = 0=0 $ 1=0 $ 0=1 (TP1) und
1=0 $ 0=1 $ 1=1 (TP2) im Stabiliẗatsdiagramm eines stark tunnelgekoppelten Doppelquan-
tenpunkts bei endlichersource-drain-Spannung. (a), (b): Strom durch den Doppelquanten-
punkt beiUSD = � 0;625mV bzw.USD = + 0;625mV. (c)–(e): Differentieller Leitwert bei
USD = � 0;625mV,USD = 0mV undUSD = + 0;625mV. Die nicht eingezeichneten Gatter-
spannungen sind konstantUgC = � 1;446V undUgX = � 0;566V. In (a) sind zus̈atzlichS- und
D-Achse, in (c) die Linienbezeichnungen (siehe Text) eingetragen.
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UgC(V) B? (T) aL
gL aL

gR aR
gR aR

gL Abbildungen

� 1;470V 0 0,063 0,075 0,113 0,040 8.5, 8.12(a,e,i)
� 1;470V 0,5 0,067 0,075 0,112 0,040 8.7(a,e,h),8.12(b,f,j)
� 1;470V 1 0,071 0,075 0,112 0,040 8.7(b,f,i), 8.12(c,g,k)
� 1;470V 1,5 0,074 0,085 0,125 0,044 8.7(c,g,j),8.8, 8.12(d,h,l)
� 1;470V 1,95 0,083 0,096 0,139 0,053 8.7(d,k), 8.11

Tabelle 8.1: Konversionsfaktoren des Doppelquantenpunkts für verschiedene Magnetfelder
B? . Die angegebenen Werte werden nach Gleichung4.8zum Umrechnen der Gatterspannun-
gen in Energieskala verwendet. Die Spalte

”
Abbildungen“ gibt an, in welchen Graphiken der

entsprechende Parametersatz verwendet wird.

markiert. Ein Vergleich mit dem Verhalten des differentiellen Leitwerts eines Einzel-
quantenpunkts bei Anlegen einer endlichensource-drain-Spannung legt nahe, daß die
jeweilsäußeren Linien, also z.B. I und III, der Ausrichtung des Grundzustands des Sy-
stems mit dem chemischen Potential vonsourceoderdrain entsprechen, und bei Linie
II ein angeregter Zustand in das Transportfenster eintritt. Dies soll nun zuerst anhand
des ersten Tripelpunkts TP1 detailliert betrachtet werden.

8.3 Transportspektrum für maximal ein Elektron im
Doppelquantenpunkt

8.3.1 Einzelelektronentunneln

Zur weiteren qualitativen Behandlung soll nun von vornherein bei der Auftragung der
Meßdaten das bereits in Kapitel4, Gleichung4.8eingef̈uhrte intrinsische Koordinaten-
system des Doppelquantenpunkts mitS= ( µR+ µL)=2 undD= ( µR � µL)=2 verwendet
werden. Zum Vergleich der Koordinatensysteme sind dieS- und dieD-Achse in Abbil-
dung8.4(a) bereits eingezeichnet. Tabelle8.1faßt die verwendeten Umrechnungskoef-
�zienten für die Graphiken dieses und der folgenden Abschnitte zusammen. Sie geben
wie in Kapitel4 beschrieben die geometrischen Kapazitäten des Doppelquantenpunkts
wieder und ḧangen insbesondere auch vom Magnetfeld und der gewählten Gatterspan-
nungUgC ab. Die in Tabelle8.1angegebenen Werte sind durch iteratives Anpassen aus
Messungen der Steilheit wie z.B. der in Abbildung8.5(c) gezeigten ermittelt. Es stellt
sich heraus, daß die Verhältnisse der Umrechnungskoef�zienten untereinander und da-
mit die Richtungen der Achsen näherungsweise unabhängig vom Magnetfeld sind, im
Gegensatz zur Skalierung der Achsen.
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8.3. Transportspektrum für 0 � N � 1

Alle betrachteten Pḧanomene sind prinzipiell auch direkt in den Rohdaten sicht-
bar. Die Koordinatentransformation dient lediglich der Veranschaulichung und Ver-
einfachung der qualitativen Betrachtung. In den quantitativen Auswertungen (z.B.
von Abschnitt 8.3.4) werden lediglich L̈angenverḧaltnisse auf Geraden in der
Gatterspannungs- bzw.S/D-Ebene verwendet. Fehler der Koordinatentransformation
wirken sich in diesem Fall aufgrund der Linearität der Transformation nicht auf das
Ergebnis aus.

Abbildungen8.5(a) und (b) zeigen den Strom und den differentiellen Leitwert im
Bereich des ersten Tripelpunkts beiUSD = � 0;75mV undUgC = � 1;47V, nun in bei-
den F̈allen aufgetragen als Funktion der intrinsischen EnergieachsenS undD entspre-
chend den Umrechnungsfaktoren aus Tabelle8.1. In Abbildung8.5(c) ist in gleicher
Auftragung die am Quantenpunktkontakt detektierte Steilheit GT zu sehen. Die im
differentiellen Leitwert bereits beobachteten Linien I und II in Abbildung 8.5(b) so-
wie die dementsprechenden Stufen im gemessenen Strom in Abbildung 8.5(a) zeigen
abḧangig von der AsymmetrieD eine deutliche Niveauabstoßung (engl.level anti-
crossing). Wie in Kapitel4 ausgef̈uhrt wird für starke Tunnelkopplung zwischen zwei
Quantenpunkten eine Hybridisierung der lokalisierten Einzelquantenpunktzustände zu
delokalisierten Molek̈ulzusẗanden mit Energie

E� � E0 �
q

D2 + t2
0 (8.2)

erwartet. Am Tripelpunkt TP1 �uktuiert die Gesamtelektronenzahl auf dem stark tun-
nelgekoppelten Doppelquantenpunkt zwischenN = 0 undN = 1, so daß sich f̈ur sein
chemische Potential entsprechend Gleichung3.5die Beziehung

µDQP = E(1) � E(0) = E(1)+ const. (8.3)

im Modell von Kapitel3 ergibt. Damit k̈onnen durch Wahl des Energienullpunkts in
diesem Spezialfall maximal eines Elektrons chemische Potentiale des Doppelquanten-
punkts den Energien seiner Zustände gleichgesetzt werden. Eine vergleichbare Argu-
mentation ist im Fall schwacher Tunnelkopplung für die chemischen PotentialeµL und
µR des linken und des rechten Quantenpunkts im Modell von Kapitel 4 möglich. In Ab-
bildung 8.5(b) entspricht dann Linie I der Ausrichtung des symmetrischen Grundzu-
stands am chemischen Potential imsource-Kontakt. Entlang Linie II liegt der antisym-
metrische angeregte Zustand energetisch auf gleicher Höhe wie dieses Potential. Bei
Linie III liegt der symmetrische Grundzustand auf Höhe des chemischen Potentials im
drain-Kontakt. Die in allen Graphiken von Abbildung8.5 identisch eingezeichneten
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Abbildung 8.5: Aufspaltung des Tripelpunkts TP1 beiUSD = � 0;75mV undUgC = � 1;47V.
(a) dc-Strom, (b) differentieller Leitwert und (c) Steilheit des Quantenpunktkontakts, aufge-
tragen als Funktion von SchwerpunktspotentialS(UgL;UgR) und AsymmetrieD(UgL;UgR) des
Doppelquantenpunkts (vergleiche Kapitel4). (d) Modell für die beobachteten Phänomene (sie-
he Text).
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gekr̈ummten Hilfslinien sind dementsprechend durch die analytischen Ausdr̈ucke

SI(D) =
q

D2 + t2
0 (8.4)

SII (D) = �
q

D2 + t2
0 (8.5)

SIII (D) =
q

D2 + t2
0 � eUSD (8.6)

mit t0 = 0;1µeV gegeben. Man beobachtet eine sehr guteÜbereinstimmung mit den
Stufen des Stroms (Abbildung8.5(a)) bzw. den dazugehörigen Linien endlichen diffe-
rentiellen Leitwerts (Abbildung8.5(b)).

Das verwendete Modell der molekularen Zustände ist in Abbildung8.5(d) noch-
mals im Detail verdeutlicht. Das gestrichelte Dreieck gibtdabei zum Vergleich den
Bereich endlichen Stroms im Grenzfall schwacher Tunnelkopplung (Abbildungen4.3
und8.3) wieder. Einzelelektronentunneln durch den Doppelquantenpunkt ist m̈oglich
innerhalb des durch Linien I und III aufgespannten Parameterbereichs. Ein erster
Transportkanal wird entlang Linie I zugänglich. Hier liegt der molekulare (symmetri-
sche) Grundzustand auf der energetischen Höhe des chemischen Potentials imsource-
Kontakt. Ab Linie II ist Tunneln ebenfalls durch den angeregten (asymmetrischen)
Zustand m̈oglich, so daß sich eine Erhöhung des Stroms ergibt. Unterhalb Linie III
liegt der Grundzustand des Doppelquantenpunkts unter dem chemischen Potential des
drain-Kontakts, der Doppelquantenpunkt ist dauerhaft mit einemElektron besetzt und
Coulomb-Blockade unterdrückt den Strom. Das beobachtete Restsignal ist auf Tun-
nelprozesse ḧoherer Ordnung zurückzuf̈uhren (siehe Abschnitt8.3.2). Der Abstand
auf derS-Achse zwischen Linien I und III entspricht dem bekannten Potentialunter-
schied zwischensource- unddrain-KontakteUSD, der Abstand zwischen Linien I und
II der Tunnelaufspaltung 2t0. Am unteren Bildrand beginnt bereits Tripelpunkt TP2,
auf dessen Verhalten später eingegangen werden soll (Abschnitt8.4). Mit Hilfe dieses
Modells kann eine detaillierte Diskussion der gemessenen Transportspektren vorge-
nommen werden.

Tunnelstrom

Abbildung 8.5(a) zeigt den Strom durch den Doppelquantenpunkt als Funktion der
KoordinatenS undD. Oberhalb von Linie I sind keine Zustände des Doppelquanten-
punkts energetisch zugänglich, und elektronischer Transport ist unterdrückt. Zwischen
Hilfslinien I und II ist Tunneln nur durch den (für S = 0 symmetrischen) delokalisier-
ten Grundzustand m̈oglich. Strom kann nur bei kleiner AsymmetriejDj . t0 beobachtet
werden. Dies erklärt sich daraus, daß bei wachsender Asymmetrie der Grundzustand
mehr und mehr in einem der beiden Quantenpunkte lokalisiertwird und damit den
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8. Ein Doppelquantenpunkt mit N=0,1,2,... Elektronen

Überlapp mit einem der beiden Reservoire verliert. Der für D < 0 geringere Strom
kann durch eine auf derdrain-Seite gr̈oßere Tunnelbarriere erklärt werden.

Zwischen Linien II und III tragen die beiden energetisch niedrigsten Quanten-
zusẗande des Doppelpotentialtopfs, der Grundzustand und der für D = 0 antisymme-
trische angeregte molekulare Zustand, zum Strom bei. Als zusätzlicher Prozeß tritt
Energierelaxation zwischen den beiden Zuständen auf. F̈ur D< 0 führt diese zu einer
rückläu�gen Stromkomponente, da der Grundzustand näher amsource-Anschluß loka-
lisiert ist. Bei hoher negativer AsymmetrieD� 0 ist der Grundzustand kontinuierlich
mit einem Elektron besetzt und nur sehr schwach an diedrain-Zuleitung gekoppelt, so
daß Coulomb-Blockade den Transport durch das System unterdrückt.

Im Gegensatz hierzu gilt im von Linien II, III, und derS–Achse aufgespannten
dreiecks̈ahnlichen Bereich mitD� 0 die UngleichungµR � µ� � µ+ � µL. Bei kleiner
Asymmetrie tr̈agt Tunneln durch beide delokalisierten Zustände zum Strom bei. Mit
zunehmender Asymmetrie und damit einhergehender Lokalisierung wird dieser Prozeß
unterdr̈uckt. Tunneln in den amsource-Kontakt lokalisierten angeregten Zustand mit
anschließender Relaxation in den nahe desdrain-Kontakts lokalisierten Grundzustand
bleibt jedoch m̈oglich.

Differentieller Leitwert

Abbildung8.5(b) gibt eine entsprechende Messung des differentiellen Leitwerts wie-
der. Die Tunnelaufspaltung zwischen Linien I und II tritt hier wesentlich deutlicher als
im Strom hervor. Zwei Regionen negativen differentiellen Leitwerts, in der Abbildung
in weiß eingetragen, werden beobachtet. Zwischen Linien IIund III kann der negative
differentielle Leitwert durch eine Abḧangigkeit der Relaxationsrate von dem Energie-
abstand der beteiligten Niveaus erklärt werden [Fujisawa u. a. 1998]. Eine Erḧohung
dersource-drain-SpannungjUSDj führt kapazitiv zu einer Erḧohung der Asymmetrie
und damit zu einer effektiven Verringerung des Gesamtstroms. Die Lock-in-Messung
mit ihrer Modulation dersource-drain-Spannung l̈aßt dies als negativen differentiel-
len Leitwert sichtbar werden. Die Situation zwischen Linien I und II ist komplexer.
Vermutlich spielen hier Kotunnelprozesseüber den angeregten Zustand eine Rolle.

Ladung

In Abbildung 8.5(c) ist die am Quantenpunktkontakt gemessene SteilheitGT =
dIQPC=dUgL im identischen Parameterbereich wiedergegeben. Man siehteine Linie
verminderter Steilheit, die für D< D� Hilfslinie I, f ür D� < D< eUSD=2 (vgl. Abbil-
dung8.5(c)) Hilfslinie II und schließlich f̈ur D > eUSD=2 Hilfslinie III folgt. Diese
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8.3. Transportspektrum für 0 � N � 1

Linie entspricht der̈Anderung der zeitlich gemittelten Ladung auf dem Doppelquan-
tenpunkt vonN = 0 nachN = 1. Daß hier nur eine entsprechende Linie im Bereich
des Tripelpunkts sichtbar ist, deutet darauf hin, daß an dieser Linie derÜbergang der
zeitlich gemittelten Eletronenzahl des Doppelquantenpunkts vonN = 0 nachN = 1
beinahe vollsẗandig von sich geht. Der dunkle Bereich geringerer Steilheitam unte-
ren Rand des Plots entspricht bereits dem Laden mit einem zweiten Elektron, auf das
sp̈ater eingegangen werden soll.

Wie der Tunnelstrom läßt auch die Steilheit einen Rückschluß auf die Tunnelraten
des Systems zu. Für D< D� ist der Doppelquantenpunkt im zeitlichen Mittel mit einem
Elektron geladen, sobaldµ+ < µS und damit der Grundzustand im Transportfenster
liegt. Im BereichD� < D < eUSD=2 ist dies erst der Fall, wenn mitµ� < µS auch
der angeregte Zustand zugänglich ist. Damit koppelt der molekulare Grundzustand für
D< D� sẗarker an diesource-Zuleitung und f̈ur D> D� sẗarker an diedrain-Zuleitung.
Daß derÜbergang zwischen beiden Fällen bei einem endlichen positivenD� statt�ndet,
weist auf unterschiedlich große Tunnelbarrieren zu den Zuleitungen hin.

Dies kann auch anhand eines einfachen Ratenmodells unter Vernachl̈assigung von
Relaxationsprozessen illustriert werden. Nimmt man eine konstante Zustandsdichte
in den ZuleitungenDS(µ) = DD(µ) = D und starke Tunnelkopplung zwischen den
Quantenpunkten 2t0 � ~GS,D an, so sind die effektiven Tunnelraten durch die beiden
äußeren Tunnelbarrieren durch

GS = gSPL GD = gDPR (8.7)

gegeben. Hierbei istPL(PR) die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der elektronischen Wel-
lenfunktion im linken (rechten) Quantenpunkt undgS (gD) die Tunnelrate zursource-
bzw. drain-Zuleitung unter der Bedingung, daß der an sie ankoppelnde Quanten-
punkt besetzt ist. Nun seit die durchschnittliche Zeit, in der ein Elektron das Sy-
stem durchquert, alsoI = e=t . Weiterhin sei angenommen, daß Elektronen nur in
Vorwärtsrichtung das System durchtunneln. Aufgrund der Ladungserhaltung gilt dann
t � 1 = t � 1

S � t � 1
D mit t S (t D) als der durchschnittlichen Zeit, in der ein Elektron die

Tunnelbarriere von dersource-Zuleitung bzw. zu derdrain-Zuleitung passiert. Nimmt
manPleer als die Wahrscheinlichkeit an, daß der Doppelquantenpunktunbesetzt ist, so
ergibt sich dann als Verbindung zu obigen Tunnelraten

t � 1
s µ GSPleer t � 1

d µ GD (1� Pleer) : (8.8)

Damit erḧalt man den Zusammenhang

Pleer =
GD

GD + GS
: (8.9)
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Abbildung 8.6: Kotunneln im Bereich der Coulomb-Blockade (N = 1): (a) F̈ur 0. 2D. eUSD

kann durch gleichzeitiges Tunneln aus dem linken Quantenpunkt in dendrain-Kontakt und
aus demsource-Kontakt in den rechten Quantenpunkt, gefolgt von Energierelaxation,Strom
getragen werden. (b) Bei negativer Asymmetrie be�ndet sich der Doppelquantenpunkt effektiv
in Coulomb-Blockade.

DerÜbergangspunkt, an dem der Doppelquantenpunkt mit Wahrscheinlichkeit 1
2 gela-

den ist, de�niert sich durch

Pleer =
1
2

�! GS = GD �!
gD

gS
=

PR

PL
(8.10)

Aus Abbildung8.5(c) kannD� ' 0;1meV abgescḧatzt werden. Das Verhältnis der
beiden AufenthaltswahrscheinlichkeitenPR=PL ergibt sich dann n̈aherungsweise aus
dem in Abschnitt4.2.1 vorgestellten Zweizustandssystem nach Gleichung4.14 als
PR=PL ' 1=5. Damit gilt für die beiden Tunnelbarrieren zwischen Doppelquanten-
punkt undsource- bzw.drain-Zuleitung die BeziehunggS ' 5gD.

8.3.2 Kotunnelprozesse in der Coulomb-Blockade

Ein auffallendes Merkmal in Abbildung8.5(a) und (b) ist endlicher Strom bzw. Leit-
wert im Coulomb-Blockade-Bereich mitN = 1, sobald 0. 2D. eUSD gilt. Dies kann
durch das Einsetzen von Kotunnelprozessen erklärt werden. In Abbildung8.6(a) ist ein
möglicher derartiger Prozeß skizziert. Hierbei sind in der Näherung hoher Asymme-
trie die lokalisierten Zustände mit den chemischen PotentialenµL ' µ+ undµR ' µ�
eingezeichnet. Der Prozeß ist analog dem inelastischen Kotunneln in einen angeregten
Einzelquantenpunkt-Zustand [De Franceschi u. a. 2001], wie es bereits in Abschnitt
3.4vorgestellt wurde. Ein Elektron verläßt das System in Richtungdrain-Kontakt un-
ter Aufwendung des Energiebetragsx = µL � µD (siehe Abbildung8.6(a)), ein zweites
tunnelt innerhalb des̈uber die Heisenberg'sche Unschärferelation zur Verf̈ugung ste-
henden ZeitfenstersDt . ~=EC in das System mit einem Energiegewinn von maximal
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8.3. Transportspektrum für 0 � N � 1

y = µS � µR. Mit
µR � µL = 2D< eUSD (8.11)

gilt dann zugleich

x+ y = ( µS � µD) + ( µL � µR) = eUSD � 2D> 0; (8.12)

d.h. die ben̈otigte Energie kann von dersource-drain-Spannung versorgt werden. Der
Prozeß wird unabḧangig davon beobachtet, ob der angeregte Zustand ober- oderun-
terhalb desdrain-Potentials liegt, d.h. ob ein Tunnelprozeß erster Ordnungfolgen
kann [De Franceschi u. a. 2001]. Es folgt eine Energierelaxation des Elektrons aus dem
rechten Quantenpunkt in den energetisch niedrigeren linken Quantenpunkt, so daß der
Ausgangszustand wiederhergestellt ist.

Die Analogie zum Einzelquantenpunkt bricht bei einer Umkehrung der Asymme-
trie D sofort zusammen. F̈ur D < 0 ist kein entsprechender Kotunnelstrom erkenn-
bar. Abbildung8.6(b) zeigt die in diesem Fall vorliegende Anordnung der chemi-
schen Potentiale. Der rechte Quantenpunkt ist kontinuierlich mit einem Elektron be-
setzt. DerÜberlapp sowohl zwischensource-Kontakt und dem freien Zustand im lin-
ken Quantenpunkt als auch zwischen dem besetzten Zustand imrechten Quanten-
punkt und demdrain-Kontakt ist verschwindend gering. Eine Doppelbesetzung des
rechten Quantenpunkts ist ebenfalls nicht möglich, da hierzu die nochmals größe-
re Einzelquantenpunkt-Ladeenergie aufgewendet werden müßte. Der Doppelquanten-
punkt be�ndet sich in einer effektiven Coulomb-Blockade.

8.3.3 Auswirkungen eines senkrechten Magnetfelds

Abbildung8.7demonstriert die Auswirkungen eines Magnetfelds senkrecht zum zwei-
dimensionalen Elektronengas auf Strom und differentiellen Leitwert des Doppel-
quantenpunkts und Steilheit des Quantenpunktkontakts beisource-drain-Spannung
USD = � 0;75mV. Abbildungen8.7(a)-(d) und (h)-(k) (d.h. Strom und Steilheit des
Quantenpunktkontakts) wurden beiUgC = � 1;47V, Abbildungen8.7(e)-(g) beiUgC =
� 1;446V und nur bis zu einem maximalen Magnetfeld vonB? = 1;4T aufgezeichnet.
Die Umrechnungskoef�zienten der Koordinatentransformation (UgL;UgR) ! (S;D)
sind in Tabelle8.1wiedergegeben. In Abbildung8.7 in einer Spalte liegende Graphen
sind direkt vergleichbar.

Der Strom durch den Doppelquantenpunkt, aufgetragen in Abbildungen8.7(a)-(d),
nimmt mit wachsendem Magnetfeld stark ab. Dies kann durch die abnehmende Fock-
Darwin-Längel0 (siehe Gleichung3.38in Kapitel 3) erklärt werden, welche ein Maß
für die Ausdehnung der elektronischen Wellenfunktion in einem zweidimensionalen
harmonischen Potential im Magnetfeld ist.
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Abbildung 8.7: Entwicklung des Stroms, des differentiellen Leitwerts und der Steilheit des
Quantenpunktkontakts am ersten Tripelpunkt TP1 bei endlichem MagnetfeldB? . (a)-(d) Strom
in nA (logarithmische Farbskala,UgC = � 1;47V, USD = � 0;75mV), (e)-(g): Differentieller
Leitwert (logarithmische Farbskala,UgC = � 1;445V,USD = � 0;75mV), (h)-(k): SteilheitGT

des Quantenpunktkontakts (lineare Farbskala, b.E.,UgC = � 1;47V, USD = � 0;75mV). Die
Parameter der Koordinatentransformation(UgL;UgR) ! (S;D) für jedes Magnetfeld sind in Ta-
belle8.1wiedergegeben.
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Der differentielle Leitwert in Abbildung8.7(e)-(g) nimmt ebenfalls stark mit wach-
sendem Magnetfeld ab. Zugleich geht die Tunnelaufspaltungbei D = 0 zwischen Li-
nien I und II, die hier mit den gleichen Bezeichnungen wie in Abbildung8.5versehen
sind, zur̈uck. Auch dies ist durch die abnehmende Fock-Darwin-Länge bedingt. Die
Messung der Steilheit des Quantenpunktkontakts in Abbildung 8.7(h)-(k) erm̈oglicht
die gleiche Beobachtung. Hier verändert sich nicht nur die Lage der dunkel sichtbaren
Umladungslinien verringerter Steilheit. Zusätzlich wird auch eine helle Linie erhöhter
Steilheit entlang derS-Achse am Ort der der Ladungsumverteilung zwischen den bei-
den Quantenpunkten sichtbar. Sie kann durch die zunehmendeLokalisierung der elek-
tronischen Zusẗande in die Ladungskon�gurationen 0/1 und 1/0 erklärt werden und ist
eine Konsequenz der Tatsache, daß die beiden Quantenpunkteunterschiedlich stark an
den Quantenpunktkontakt koppeln [Petta u. a. 2004, DiCarlo u. a. 2004].

In der Messung des differenziellen Leitwerts wird beiB? ' 1T (Abbildung8.7(f))
eine bisher nicht beobachtete Linie erhöhten differentiellen Leitwerts zwischen Li-
nien II und III sichtbar. Sie wird im folgenden als Linie Ia bezeichnet. Entlang ihr
ist ein ḧoherer angeregter Zustand, der bei positiver AsymmetrieD wie der Grundzu-
stand des Doppelquantenpunkts im linken Quantenpunkt lokalisiert ist, energetisch am
chemischen Potential dersource-Zuleitung ausgerichtet. Die Anregungsenergie dieses
Zustands nimmt mit wachsendem Magnetfeld ab, so daß sich Linie Ia auf Linie I zu-
bewegt. F̈ur endliche AsymmetrieD ' 0;3meV wird dabei eine deutliche Niveauab-
stoßung zwischen Linien II und Ia sichtbar.

Offensichtlich liegt auch hier eine Hybridisierung der elektronischen Zusẗande, al-
lerdings diesmal zwischen Grundzustand des rechten und angeregtem Zustand des lin-
ken Quantenpunkts vor. Abbildungen8.8(a)-(c) geben Vergr̈oßerungen von Abbildun-
gen8.7(c), (g) und (j) mit angepaßter Farbskala und für diesen Fall eingezeichneten
Hilfslinien wieder. Die Hilfslinien entsprechen der Annahme, daß beiD= 0;275meV
der angeregte Zustand des linken Quantenpunkts und der Grundzustand des rech-
ten Quantenpunkts entartet sind, und daß zwischen ihnen eine Tunnelkopplung von
2t �

0 = 0;1meV besteht. Die Tunnelaufspaltung aufgrund der Kopplungder beiden
Grundzusẗande beiD= 0 wird vernachl̈assigt. Damit ergeben sichähnlich Gleichung
8.4für D> 0 die funktionellen Abḧangigkeiten

SI(D) = D (8.13)

SIa(D) = �
q

(D� 0;275meV)2 + t2
0 � 0;275meV; (8.14)

SII (D) =
q

(D� 0;275meV)2 + t2
0 � 0;275meV und (8.15)

SIII (D) = D� eUSD: (8.16)

Abbildung 8.8 zeigt eine Vielzahl vonÜbereinstimmungen zwischen den Messun-
gen und diesem Modell. Lage und Krümmung der gemessenen Linien erhöhten Leit-

97



8. Ein Doppelquantenpunkt mit N=0,1,2,... Elektronen

-1

-0.5

0

(m
eV

)
S

(meV)D

S
(m

eV
)

-0.25 0 0.25 0.5 -0.25 0
-1

-0.5

0

(a)

1/0

0/1

0/0

(nA)I

(c) dI

dU
QPC

gL

(b.E.)

(e /h)G 2

(b)

1/0

0/1

0/0

eUSD

/2eUSD

0.01

0.001
0.01

0.001

0.1

I

II

III

I

II

Ia

I

II

III

I

II

Ia

I

II

III

I

II

Ia

I

II

III

I

II

Ia

0

-2

4
2

(d)

Abbildung 8.8: Aufspaltung des Tripelpunkts TP1 beiUSD = � 0;75mV undB? = 1;5T.
(a) dc-Strom, (b) differentieller Leitwert (bei 1;4T) und (c) Steilheit des Quantenpunkt-
kontakts, aufgetragen als Funktion von SchwerpunktspotentialS(UgL;UgR) und Asymmetrie
D(UgL;UgR) des Doppelquantenpunkts (vergleiche Kapitel4). (d) Modell für die beobachtete
Niveauabstoßung des Grundzustands im rechten Quantenpunkt mit demangeregten Zustand
des linken Quantenpunkts (siehe Text).
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Abbildung 8.9: Tunnelaufspaltung 2t0 und Ladeenergie für das zweite ElektronEC2 in
Abhängigkeit von (a) der GatterspannungUgC und (b) dem MagnetfeldB? . Die Werte in (a)
wurden aus Messungen des differentiellen Leitwerts beiB? = 0, die in (b) aus Messungen der
Steilheit des Quantenpunktkontakts beiUgC = � 1;47V ermittelt.

werts stimmt mit den entsprechenden Hilfslinien gut berein. Im Bereich delokalisierter
ZusẗandeD' 0;275meV kann in Abbildung8.8(a) ein erḧohter Tunnelstrom beobach-
tet werden. In der Ladungsdetektion in Abbildung8.8(c) wird in diesem Asymmetrie-
Bereich sowohl Linie II als auch Linie III sichtbar. Dies kanndurch die Annahme er-
klärt werden, daß aufgrund der Delokalisierung und der Beteiligung eines energetisch
hochliegenden Zustands im linken Quantenpunkt Elektronenden Doppelquantenpunkt
sowohl schnell besetzen als auch schnell verlassen können.

8.3.4 Kontrolle der Tunnelaufspaltung

Zwei Parameter eignen sich besonders gut, um im vorliegenden Doppelquanten-
punkt die Tunnelaufspaltung zu beein�ussen. Zum einen de�niert die Gatterspannung
UgC die effektive Tunnelbarriere, zum anderen verändert ein Magnetfeld senkrecht
zum zweidimensionalen ElektronengasB? die r̈aumliche Ausdehnung der Quanten-
zusẗande und damit den̈Uberlapp der Wellenfunktionen in linkem und rechtem Quan-
tenpunkt. Abbildung8.9zeigt die aus Messungen des differentiellen Leitwerts bzw.der
Steilheit erhaltenen Werte für 2t0. Zur Bestimmung der Werte wurden die Abstände
zwischen Linien I, II und III entlang derS-Achse ermittelt. Da der Abstand zwi-
schen Linien I und III der bekannten Energieskalae USD entspricht, ergibt sich unter
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der Annahme konstanter UmrechnungsfaktorenaL
gL, aL

gR, aR
gR und aR

gL die Tunnel-
aufspaltung 2t0 aus einem Dreisatz. Ungenauigkeiten der Koordinatentransformation
(UgL;UgR) ! (S;D) wirken sich aufgrund der Linearität der Transformation bei dieser
Auswertung nicht aus.

Zus̈atzlich zur Tunnelaufspaltung 2t0 ist in Abbildung 8.9 die LadeenergieEC2
für das zweite Elektron, die näherungsweise der Coulomb-Abstoßung zwischen zwei
Elektronen in unterschiedlichen Quantenpunkten entspricht, aufgetragen. Sie kann in
den Stabiliẗatsdiagrammen des vorherigen Abschnitts aus dem Abstand von Linie I und
dem Einsetzen des durch Zweielektronenzustände getragenen Tunnelns am unteren
Ende der Graphiken abgelesen werden. Die Bestimmung wurde analog zur Tunnelauf-
spaltung durchgeführt.EC2 hängt in erster Ordnung vom Abstand der Ladungsschwer-
punkte der beiden Quantenpunkte ab und kann daher als Maß für die Entfernung der
beiden Quantenpunkte betrachtet werden.

Mit negativerer GatterspannungUgC nehmen sowohl 2t0 als auchEC2 ann̈ahernd
exponentiell ab. Das Verhalten vonEC2 deutet darauf hin, daß die beiden Quanten-
punkte durch eine Erḧohung der Tunnelbarriere zwischen ihnen auseinandergedrängt
werden. Aus dem Vergleich mit der WKB-Näherung (Gleichung4.15) erḧalt man da-
mit als Abscḧatzung eine lineare Abhängigkeit

p
2m� V(0) d µ UgC (8.17)

des Tunnelparameters vonUgC.

Im senkrechten Magnetfeld (Abbildung8.9(b)) kann im Rahmen der Meßgenauig-
keit keineÄnderung vonEC2 festgestellt werden. Dies ist konsistent mit der Annahme,
daß sich der Ladungsschwerpunkt der Quantenpunkte abhängig vom Magnetfeld nicht
verschiebt. Im Gegensatz zuEC2 geht f̈ur B? > 0;4T die Tunnelaufspaltung mit wach-
sendem Magnetfeld stark zurück. Dies kann auf die Verringerung der Fock-Darwin-
Längel0 zurückgef̈uhrt werden. Zum Vergleich mit der WKB-N̈aherung sei angenom-
men, daß die effektive Breited der Tunnelbarriere zwischen den zwei Quantenpunkten
bei konstantem Abstand der Ladungsschwerpunkted¥ durch

d = d¥ � l0(B? ) (8.18)

gegeben ist. Abbildung8.10entḧalt eine Skizze eines Doppelmuldenpotentials, in der
die entsprechenden Längen- und Energieskalen eingezeichnet sind.

Man erḧalt aus Gleichungen3.38, 4.15und8.18eine funktionale Abḧangigkeit f̈ur
2t0(B? ) der Form

2t0(B? ) = exp

0

@C1 +
C2

4
q

B2
? + C2

3

1

A ; (8.19)
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8.3. Transportspektrum für 0 � N � 1
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Abbildung 8.10: Skizze zur Magnetfeldabhängigkeit der Tunnelaufspaltung 2t0 in einem quar-
tischen Potential. In Erweiterung von Abbildung4.4bezeichnet die L̈anged¥ den Abstand der
Potentialminima,l0 wird mit der Fock-Darwin-L̈ange (Gleichung3.38) identi�ziert.

wobei die ParameterC1, C2 undC3 sich ausd¥ , V(0) undw0 als

C1 = log
�

2
p

E0

� p
2m� V(0)

2~
(8.20)

C2 =

r
m� V(0)

2~e
(8.21)

C3 =
2m� w0

e
(8.22)

ergeben und aus der Näherung des harmonischen OszillatorsE0 = ~w0=2 angenom-
men wird. Die durchgezogene Linie in Abbildungen8.9(b) resultiert aus einer Kurven-
anpassung dieser Funktion und stimmt qualitativ gut mit denMeßpunkten̈uberein. Als
Fitparameter erḧalt manw0 ' 1;7meV,V(0) ' 0;5eV, undd¥ ' 105nm. Da das real
vorliegende Potential von der im Modell angenommenen quartischen Form abweicht,
sind diese Werte jedoch mit Vorsicht zu betrachten.

Bei kleinen Tunnelaufspaltungen ist die präsentierte Methode zur Bestimmung
von 2t0 aufgrund der endlichen Linienbreiten in der Messung sehr ungenau. Abbil-
dung 8.11 demonstriert im Gegensatz hierzu ein von den bisherigen Betrachtungen
unabḧangiges Verfahren, die Tunnelaufspaltung zu bestimmen, das sich insbesondere
für sehr schwache Tunnelkopplung eignet [DiCarlo u. a. 2004]. Hierbei wird ausge-
nutzt, daß der Leitwert des zur Ladungsdetektion eingesetzten Quantenpunktkontakts
ann̈ahernd linear von der Ladung in beiden Quantenpunkten abhängt, und daß der
Quantenpunktkontakt stärker an den ihm n̈aher liegenden Quantenpunkt ankoppelt.
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Abbildung 8.11: Ermittlung der Tunnelkopplung aus der Breite desÜbergangs zwischen den
Ladungskon�gurationenNL=NR = 0=1 $ 1=0 in D [DiCarlo u. a. 2004]: Am Quantenpunkt-
kontakt gemessene SteilheitGT als Funktion vonD bei B? = 1;95T. Alle Meßpunkte im Be-
reich � 0;75meV� S � � 0;25meV sind zugleich aufgetragen. Die durchgezogene Linie ist
eine Kurvenanpassung nach Gleichung8.24mit einem zus̈atzlichen Term linear inD.

Im thermischen Gleichgewicht ergibt sich als effektiv auf den Quantenpunktkontakt
wirkende Ladung des Doppelquantenpunkts

Qeff. µ
D

q
t2
0 + D2

tanh

0

@

q
t2
0 + D2

kBT

1

A (8.23)

aus der Besetzungswahrscheinlichkeit der molekularen Zustände und deren Aufent-
haltswahrscheinlichkeiten aus Gleichung4.14[DiCarlo u. a. 2004].

In Coulomb-Blockade wirkt eine Modulation der Gatterspannung UgL auf den
Doppelquantenpunkt wie eine Modulation der AsymmetrieD, da eine alleinigëAnde-
rung des mittleren PotentialsS die Ladungsverteilung innerhalb des Doppelquanten-
punkts nicht beein�ußt. F̈ur die Steilheit kann damit
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8.4. Transportspektrum für 1 � N � 2 Elektronen

angenommen werden. Die Konstante in Gleichung8.24beschreibt die Verschiebung
des Arbeitspunkts des Quantenpunktkontakts durch eineÄnderung der Gatterspanung
UgL. Abbildung 8.11 zeigt Meßpunkte aus der Rastermessung der SteilheitGT bei
B? = 1;95T von Abbildung8.7(h). Aufgrund des stark verrauschten Signals wurden
alle Meßpunkte des Bereichs� 0;75meV< S< � 0;25meV zugleich als Funktion von
Daufgetragen. Die in Abbildung8.11als durchgezogene Linie gezeichnete Modellkur-
ve entsprechend Gleichung8.24unter Zuhilfenahme eines zusätzlichen Terms linear in
Dliefert als Tunnelaufspaltung 2t0 ' 0;1meV. Im Gegensatz zur Bestimmung der Tun-
nelkopplung aus den Abständen der Resonanzlinien gehen hier jedoch Ungenauigkei-
ten in der Koordinatentransformation in das Resultat ein. Durch die hier durchgeführte
Mittelung über einen gr̈oßerenS-Bereich und das schlechte Signal-Rauschen-Verhält-
nis versẗarkt sich dieser Effekt zudem noch. Die Temperatur hat im vorliegenden Para-
meterbereich fast keinen Ein�uß auf die Modellkurve, so daßauf sie kein R̈uckschluß
gezogen werden kann.

8.4 Transportspektrum für 1 � N � 2 Elektronen

8.4.1 Gemeinsamkeiten mit dem Fall0 � N � 1

Abbildung 8.12 zeigt die drei bereits im vorherigen Abschnitt betrachteten Größen
Strom, differentieller Leitwert und Steilheit, diesmal imBereich des zweiten Tripel-
punkts TP2 des Stabilitätsdiagramms (vgl. Abbildungen8.2und8.4). Hierbei sind die
Umrechnungsfaktoren der Koordinatentransformation(UgL;UgR) ! (S;D) zur besse-
ren Vergleichbarkeit f̈ur jedes Magnetfeld wie in Abbildungen8.5 und 8.7 geẅahlt.
Abbildung 8.12setzt diese damit mit einem geringenÜberlapp am oberen Rand der
Graphiken in Richtung negativen SchwerpunktpotentialsS fort.

Der Doppelquantenpunkt ist an Tripelpunkt TP2 immer mit mindestens einem
Elektron besetzt. Die Ladungskon�guration �uktuiert bei Einzelelektronentunneln
zwischen den BesetzungszahlenNL=NR = 0=1 $ 1=1 $ 1=0. Damit geht auch das
Zustandsspektrum eines mit zwei Elektronen besetzten Doppelquantenpunkts in die
beobachteten Phänomene mit ein.

Strom und Leitwert durch den Doppelquantenpunkt sind im hier vorliegenden Gat-
terspannungsbereich bereits wesentlich höher als im Bereich des ersten Tripelpunkts
TP1 und gehen auch abseits des Tripelpunkts nicht unter die Nachweisgrenze zurück.
Dies kann zum Teil auf eine weiter erhöhte Tunnelkopplung zu den Kontakten zurück-
geführt werden, aufgrund derer Transport durch die molekularen Zusẗande erleichtert
ist. Da eine Besetzung des Doppelquantenpunkts durch zwei Elektronen nun elektro-
statisch erlaubt ist, werden weiterhin zusätzliche Kotunnelprozessëuber Ladungsum-
verteilungen im Doppelquantenpunkt möglich und tragen zum Strom bei. Dies ist in
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Abbildung 8.12: Entwicklung des Stroms, des differentiellen Leitwerts und der Steilheit
des Quantenpunktkontaks am zweiten Tripelpunkt TP2 beiUSD = � 0;75mV und B? =
0; 0;5; 1; 1;5T: (a)-(d) Strom in nA (logarithmische Farbskala,UgC = � 1;47V), (e)-(h): Diffe-
rentieller Leitwert (logarithmische Farbskala,UgC = � 1;445V), (i)-(l): SteilheitGT des Quan-
tenpunktkontakts (lineare Farbskala, b.E.,UgC = � 1;47V). Die Parameter der Koordinaten-
transformation(UgL;UgR) ! (S;D) sind in Tabelle8.1wiedergegeben.
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8.4. Transportspektrum für 1 � N � 2 Elektronen
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Abbildung 8.13: Beispiel f̈ur einen Kotunnelprozess, der im FallN = 1 $ 2 zu zus̈atzlichem
Strom durch den Doppelquantenpunkt führt (siehe Text).

Abbildung 8.13 anhand eines Beispiels im Modell schwacher Tunnelkopplung illu-
striert. Im abgebildeten Prozess tunnelt das im rechten Quantenpunkt gefangene Elek-
tron in den linken Quantenpunkt, und zugleich, d.h. im durchdie Heisenberg'sche
Unscḧarferelation gegebenen Zeitrahmen, tunnelt ein zweites Elektron in den rechten
Quantenpunkt nach. Der Doppelquantenpunkt ist im Anschlußmit zwei Elektronen
geladen, und ein Elektron kann in Richtungdrain-Kontakt abgegeben werden.

Linienstruktur des Einelektronen-Spektrums

Ein Vergleich mit den bisher betrachteten Messungen des ersten Tripelpunkts zeigt,
daß die in beiden F̈allen vorliegenden Abḧangigkeiten des Stroms und des differenziel-
len Leitwerts vonSundDsich sehr̈ahnlich sind. In den Messungen des Stroms werden
wiederum drei Kanten, die einen Bereich erhöhten Stroms eingrenzen, sichtbar. Diese
sieht man ebenso in den Messungen des differenziellen Leitwerts als diskrete Linien.
Hier sind sie mit den K̈urzeln IV, V und VI gekennzeichnet. Tripelpunkt TP2ähnelt
einem Spiegelbild von Tripelpunkt TP1, gespiegelt an einerParallelen zurD-Achse.

Dies kann formell dadurch beschrieben werden, daß nun die chemischen Potentiale
des Doppelquantenpunkts, deren Ausrichtung am chemischenPotential dersource-
oderdrain-Zuleitung eineÄnderung des Stroms bedingt, abhängig von Einelektronen-
EnergienE(1) und Zweielektronen-EnergienE(2) in der Form

µDQP = E(2) � E(1) (8.25)

gegeben sind (siehe Gleichungen3.5und4.2). Potentialabḧangigkeit und Anregungs-
energien des mit einem Elektron besetzten Doppelquantenpunkts, wie sie im vor-
hergehenden Abschnitt betrachtet wurden, treten hier wieder auf, allerdings mit um-
gekehrtem Vorzeichen. Außerdem werden zusätzliche Leitwertmaxima aufgrund des
Zweielektronen-Anregungsspektrums erwartet.
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8. Ein Doppelquantenpunkt mit N=0,1,2,... Elektronen

Die mit IV, V und VI gekennzeichneten Linien erklären sich im einzelnen wie
folgt. Da für den Grundzustand des mit zwei Elektronen besetzten Doppelquanten-
punkts ein Spin-Singlet erwartet wird, soll dessen Energiemit ES bezeichnet werden.
Entlang Linie IV tritt mitµIV � ES� E+ = µS der Grundzustandsübergang mit Gesamt-
elektronenzahlN = 1 $ 2 in das Transportfenster ein. Diesource-drain-Spannung ist
ausreichend hoch, daß der Doppelquantenpunkt durch Einzelelektronentunneln auch
im angeregten Zustand mit EnergieE� hinterlassen werden kann. Beide Transport-
kan̈ale von Tripelpunkt TP1 werden also hier zugleich geöffnet. Linie V beschreibt die
SituationµV � ES� E� = µD, ab der dies nicht mehr der Fall ist. Unterhalb dieser Linie
verlangt die Energieerhaltung, daß ein Elektron, das den Doppelquantenpunkt durch-
tunnelt, diesen auch wieder im Einelektronen-Grundzustand hinterl̈aßt. An Linie VI
schließlich giltµVI � ES � E+ = µD, d.h. der Grundzustandsübergang liegt am chemi-
schen Potential derdrain-Zuleitung an. Hier beginnt der folgende Coulomb-Blockade-
Bereich. Unterhalb von Linie VI ist der Doppelquantenpunkt kontinuierlich mit zwei
Elektronen geladen.

In Analogie zu Abschnitt8.4 ermöglicht die Beobachtung von Linien V und VI
wiederum eine Bestimmung der Tunnelaufspaltung des mit einem Elektron gelade-
nen Doppelquantenpunkts. Für B? = 0 erḧalt man 2t0 ' 0;26meV im Vergleich zu
0;185meV am ersten Tripelpunkt. Diese Abweichung beruht auf der Abḧangigkeit der
Tunnelaufspaltung von den Gatterspannungen. Wie im Falle des ersten Tripelpunkts
bleibt 2t0 für B? < 0;4T konstant und nimmt bei höheren Werten ab.

Zweite Niveau-Abstoßung bei endlichem Magnetfeld

Bei hohen MagnetfeldernB? > 1T wird eine Verzerrung von Linie V im differenziel-
len Leitwert beobachtet. Wie in Abschnitt8.3.3kann dies durch eine Hybridisierung
mit einem ḧoher angeregten Einelektronen-Zustand erklärt werden (siehe z.B. Abbil-
dung 8.12(h)). Konsistent hierzu �ießt im Bereich der delokalisierten Zusẗande mit
D' 0;3meV ein erḧohter Strom durch den Doppelquantenpunkt (Abbildung8.12(d)).

Ladungsdetektion

Abbildung8.12(i)-(l) zeigt die Ladungsdetektion im Bereich des zweiten Tripelpunkts
TP2. Über einen weiten Magnetfeldbereich sind sowohl Linie IV als auch Linie V
bei identischer Asymmetrie als̈Anderung der zeitlich gemittelten ElektronenzahlN
sichtbar. Damit gilt im Bereich zwischen Linien IV und V, in dem beide Einelektro-
nenzusẗande zum Strom durch den Doppelquantenpunkt beitragen, 1< N < 2. Die
Tatsache, daß Linie VI nicht als lokales Minimum der Steilheit zu sehen ist, weist
wiederum auf eine ḧohere Tunnelbarriere zwischen Doppelquantenpunkt unddrain-
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8.4. Transportspektrum für 1 � N � 2 Elektronen

Kontakt hin. Die Niveau-Abstoßung beiD ' 0;3meV undB? > 1T ist auch in der
Ladungsdetektion deutlich erkennbar.

8.4.2 Unterschiede im Transportspektrum der Tripelpunkte

Eine Abweichung vom Transportspektrum des Tripelpunkts TP1 ist in Abbildung
8.12(e) in der Messung des differentiellen Leitwerts beiB? = 0 zu erkennen. Zwei
mit X und Y markierte Linien erḧohten Leitwerts parallel zu Linien IV und VI sind
sichtbar. Hier nicht gezeigte Messungen legen nahe, daß ihrAbstand zu Linie VI un-
abḧangig von dersource-drain-Spannung ist. Deshalb können sie eindeutig auf Ein-
elektronenanregungen zurückgef̈uhrt werden (vgl. Abschnitt3.2), die beiÜbereinstim-
mung des chemischen Potentials des Doppelquantenpunkts mit dem chemischen Po-
tential im drain-Kontakt auftreten. Aus dem Abstand zu Linie VI können die Anre-
gungsenergien alsEX � E+ ' 0;26meV undEY � E+ ' 0;44meV bestimmt werden.
Bereits beiB? = 0;1T, dem niedrigsten endlichen Magnetfeld, bei dem eine Mes-
sungähnlich Abbildungen8.12(e)-(h) durchgef̈uhrt wurde, sind Linien X und Y nicht
mehr zu erkennen, so daß die Magnetfeldabhängigkeit der Anregungsenergien nicht
bestimmt werden kann.

Für D = 0 kann in Abbildung8.12(e) beobachtet werden, daß Linie X mit Linie
V verschmilzt. Damit hat der angeregte Einelektronen-Zustand, der Linie X verur-
sacht, in etwa die gleiche Anregungsenergie 2t0 wie der antisymmetrische angeregte
Doppelquantenpunkt-Zustand eines Elektrons. Der abweichende Verlauf der Linie l̈aßt
jedoch keine direkte Identi�kation hiermit zu. Hier liegt m̈oglicherweise ein weiterer
angeregter Zustand vor, der die gleiche Symmetrie in Bezug auf die AsymmetrieDwie
der Doppelquantenpunkt-Grundzustand besitzt. Dies bedeutet aber auch, daß von TP1
zu TP2 die Einzelquantenpunkt-Anregungsenergien wesentlich zur̈uckgegangen sind.

Theoretische Betrachtungen zeigen, daß der Grundzustand eines Zweielektronen-
systems bei verschwindendem Magnetfeld ein Spin-Singlet darstellt (siehe Abschnitt
4.2.2). Als niedrigster angeregter Zustand des Zweielektronenspektrums wird ein Spin-
Triplet mit AnregungsenergieJ = ET � ES erwartet. Die zu erwartende Größenordnung
von J kann nach Gleichung4.27aus der Tunnelaufspaltung 2t0 . 0;4meV� tH und
der Ladeenergie des dritten ElektronsEC3 ' 1;9meV& UH grob als

J .
4t2

0

EC3
. 0;085meV (8.26)

abgescḧatzt werden. Dies liegt innerhalb der hier beobachteten Linienbreite. Eine
Singlet-Triplet-Aufspaltung k̈onnte sich nach dieser Abschätzung also nur als Verbrei-
terung der beobachteten Linienäußern. Die Frage bleibt allerdings offen, ob die in
die Gleichungen von Abschnitt4.2.2eingehenden N̈aherungen im hier vorliegenden
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Abbildung 8.14: Vergleich zweier Methoden zur symmetrischen Potentialvariation:
(a) Abḧangigkeit des differentiellen LeitwertsG von source-drain-SpannungUSD und dem
näherungsweise symmetrischen Potential in beiden Hälften des Doppelquantenpunkts bei
gleichzeitiger entsprechender Variation der Spannungen an den SeitengatternUgR und UgL.
Es giltDUgR ' 1;49DUgL. (b) Differentieller Leitwert als Funktion vonUSD undUgC. Die Gat-
terspannungen der seitlichen Gatter sindUgL = � 0;4371V undUgR = � 0;48305V (Parame-
tersatz J1-1 aus Tabelle8.2). Logarithmische Farbskala, isolierte schwarze Flächen bezeichnen
negativen differentiellen Leitwert.

Fall starker Tunnelkopplung zwischen den beiden Quantenpunkten noch gelten. Auch
höher angeregte Zustände des Zweielektronensystems können in der Messung jedoch
nicht direkt beobachtet werden.

8.5 Annähernd symmetrische Potentialvariation durch
UgC

8.5.1 Vergleich der Meßmethoden und Fehlerabscḧatzung

Für die Betrachtung des Spektrums eines Doppelquantenpunktsbei starker Tunnel-
kopplung ist es in vielen F̈allen ausreichend, Messungen bei symmetrischer Potential-
variation, d.h. auf derS–Achse der letzten Abschnitte, durchzuführen. Zwei M̈oglich-
keiten hierzu ergeben sich. Zum einen können die beiden SeitengatterspannungenUgL
undUgR derart schrittweise angesteuert werden, daß das Potentialimmer symmetrisch
bleibt und als Nebeneffekt lediglich die Tunnelbarrieren zu den Zuleitungen variiert
werden. Eine derartige Messung ist in Abbildung8.14(a) dargestellt. Die entsprechen-
de Ansteuerung der Spannungsquellen erwies sich jedoch aufgrund Beschr̈ankungen
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8.5. Ann̈ahernd symmetrische Potentialvariation durchUgC

Parametersatz symm. bei UgX(V) UgL(V) UgR(V) Abbildungen
J1-1 TP1 � 0;566 � 0;4371 � 0;48305 8.14(b), 8.15, 8.19(b)
J1-2 TP1 � 0;566 � 0;4383 � 0;484 8.16, 8.18

J2 TP2 � 0;566 � 0;4412 � 0;4812 8.21

Tabelle 8.2:Verwendete Gatterspannungen bei den Doppelquantenpunkt-Messungen mit sym-
metrischer Potentialvariation durchUgC.

des verwendeten Steuerprogramms als schwierig und zeitaufwendig.

Als Alternative koppelt das zentrale Gatter gC, durch welches die Aufspaltung
des Doppelquantenpunkts hervorgerufen wird, annähernd symmetrisch an die beiden
Quantenpunkte. Als Konversionsfaktoren wurden beispielhaft für UgL = � 0;441V,
� 0;5V � UgR � � 0;46V, und� 1;47V � UgC � � 1;35V die WerteaL

gC ' 0;0245 und
aR

gC ' 0;0231 bestimmt. Damit liegt bei guter Justierung des Startpunkts die Abwei-
chung der Potentialänderung in beiden Quantenpunkten unter 10%. Nimmt man eine
graduelle Ver̈anderung der Größe der Tunnelaufspaltung̈uber denUgC-Meßbereich
in Kauf, so kann dieses Gatter damit ebenfalls zur Potentialvariation benutzt wer-
den. Abbildung8.14(b) gibt eine entsprechende Messung des differentiellen Leit-
werts G in Abhängigkeit vonUgC und USD bei festen GatterspannungenUgL, UgR
und UgX wieder. Hier wurden die Seitengatter derart einjustiert, daß der erste Tri-
pelpunkt TP1 mit symmetrischem Potential im Doppelquantenpunkt für USD ' 0 bei
UgC = � 1;4456V liegt. Die an den seitlichen Gattern angelegten Spannungen sind in
Tabelle8.2wiedergegeben. Abgesehen von Detailabweichungen wird dieStruktur des
Transportspektrums im wesentlichen reproduziert. Ein Vergleich mit der Kurvenan-
passung aus Abbildung8.9(a) läßt f̈ur � 1;475� UgC � � 1;375 Tunnelaufspaltungen
von 0;19meV� 2t0 � 0;33meV erwarten.

Im folgenden soll das Ein- und Zweielektronenspektrum anhand von Messungen
wie der in Abbildung8.14(b) abgebildeten und Schnitten aus ihnen bei variiertem Ma-
gnetfeld diskutiert werden. Die Gatterspannungen der Seitengatter sind dabei derart
geẅahlt, daß beiUSD ' 0 Tripelpunkt TP1 (bei Parametersätzen J1-1 und J1-2 in Ta-
belle8.2) bzw. Tripelpunkt TP2 (bei Parametersatz J2) jeweils bei Variation vonUgC
durchschnitten wird.

Da der Effekt der Gatterspannungen auf den Doppelquantenpunkt sich in der Mes-
sung teilweise erst nach� 30min stabilisierte, ist insgesamt trotz sorgfältiger Kali-
brierung eine Abweichung vom symmetrischen Fall nicht auszuschließen. Bei der Er-
mittlung der Gatterspannungswerte zu Parametersatz J2 erwies es sich weiterhin als
schwierig, die genaue Position des Tripelpunkts TP2 zu ermitteln, da das dort vorlie-
gende Leitwertmaximum bereits stark zu einer Linie verbreitert ist (siehe z.B. Abbil-
dung8.4). Die Justierung der Gatterspannungen fand, um ein diskretes Maximum des
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Abbildung 8.15: Nichtlineares Transportspektrum des symmetrischen Doppelquantenpunkts:
Differentieller LeitwertG in logarithmischer Farbskala als Funktion vonUSD undUgC (Ver-
größerung von Abbildung8.14(b) mit angepaßter Farbskala). Isolierte schwarze Flächen be-
zeichnen negativen differentiellen Leitwert. Die Gatterspannungen sind entsprechend Parame-
tersatz J1-1 aus Tabelle8.2geẅahlt.

Leitwerts vorliegen zu haben, beiUSD ' 0 statt. Kapazitive Ankopplung der Quanten-
punkte an diesource- unddrain-Zuleitungen f̈uhrt für endlichesUSD zu einer zus̈atz-
lichen Asymmetrie. Die Unsicherheit inD ist damit der haupts̈achliche Nachteil der
verwendeten Meßmethode.

8.5.2 Einelektronen-Spektrum und Tunnelkopplung

Abhängigkeit von der source-drain-Spannung

Abbildung8.15zeigt vergr̈oßert eine Messung des differentiellen Leitwerts als Funk-
tion von GatterspannungUgC und source-drain-SpannungUSD. Durch Vergleich mit
den Messungen aus Abschnitten8.3 und 8.4 können die Linien I, II, III, IV, V
und VI erḧohten differentiellen Leitwerts auch hier identi�ziert werden. Damit ent-
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spricht wiederum der Abstand inUgC zwischen Linien I und II der Energieaufspaltung

E� � E+ = 2
q

D2 + t2
0, der Abstand zwischen Linien I und III der GrößeeUSD usw.

Solange der genaue Wert der AsymmetrieD nicht bekannt ist, gibt der Abstand zwi-
schen Linien I und II jedoch keine Auskunftüber die Tunnelaufspaltung 2t0.

Im Bereich des Einzelelektronentunnelns durch Einelektronen-Zusẗande bei po-
sitiver source-drain-Spannung werden scharfe Parallelen zu Linie III, in Abbildung
8.15mit einem schwarzen Pfeil markiert, sichtbar. Linien erhöhten Leitwerts mit die-
ser Steigung werden im Modell des Einzel- oder Doppelquantenpunkts aus Kapitel
3 hier nicht erwartet. Trotzdem sind derartige Linien auch bereits von anderer Sei-
te [Kouwenhoven u. a. 1997] beobachtet worden. Sie können dadurch erklärt werden,
daß ein diskretes Niveau des Doppelquantenpunkts als Sensor die Zustandsdichte der
drain-Zuleitung abtastet [Schmidt u. a. 1997, 1996]. Fluktuationen der Zustandsdichte
führen zu Stufen im Strom und damit Linien endlichen differentiellen Leitwerts.

Eine weitere auffallende Beobachtung in der Messung von Abbildung 8.15 ist,
daß die Linie V erḧohten differentiellen Leitwerts, die am Tripelpunkt TP2 mit N =
1 $ 2 dem angeregten Einelektronen-Zustand entspricht, für negativesource-drain-
SpannungUSD in zwei nicht zueinander parallele Linien aufspaltet. Möglicherweise
handelt es sich hierbei, wie in der Abbildung durch die Beschriftung angedeutet, um
die Aufspaltung zwischen Linien V und X, wie sie in Abbildung8.12(e) für zuneh-
mende AsymmetrieD sichtbar wird. Ist diese Interpretation korrekt, so kann inder
Krümmung der in Abbildung8.15mit V? bezeichneten Linie weg von Linie VI mit
wachsendersource-drain-SpannungjUSDj direkt die Abḧangigkeit der Asymmetrie
D(USD;UgC) von den angelegten Spannungen beobachtet werden.

Abhängigkeit vom Magnetfeld

Da mit UgC nur noch ein Parameter zur Variation des Potentials im Doppelquan-
tenpunkt ben̈otigt wird, ist es auf diesem Wege wesentlich leichter, die Magnet-
feldabḧangigkeit der Linien erḧohten Leitwerts zu untersuchen. Wie in Abschnitt8.5.1
diskutiert k̈onnen hierbei allerdings z.B. aufgrund der leicht unterschiedlichen An-
kopplung des Gatters gC an beide Quantenpunkte oder aufgrund der kapazitiven Ein-
wirkung dersource-drain-SpannungUSD Abweichungen vom symmetrischen Fall auf-
treten. Abbildung8.16 zeigt beispielhaft eine Messung des differentiellen Leitwerts
als Funktion vonB? undUgC. Dabei wurde nach dem Kriterium 2t0 < eUSD . EC2
alssource-drain-SpannungUSD = � 0;75mV geẅahlt. Die Seitengatter wurden derart
justiert, daß beiUgC = � 1;455V der Doppelquantenpunkt sich im Leitwertmaximum
bei TP1 befand.

Die Maxima des differentiellen Leitwerts in Abbildung8.16können mit den bisher
beobachteten Linien endlichen differentiellen Leitwertsidenti�ziert werden und sind
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Abbildung 8.16: Messung des differentiellen LeitwertsG als Funktion vonUgC und B? für
konstantesource-drain-SpannungUSD = � 0;75mV (logarithmische Farbskala). Die an den
Seitengattern angelegten Spannungen sind in Tabelle8.2, Parametersatz J1-1, wiedergegeben.

entsprechend mit I, II, III, IV, V und VI beschriftet. Nimmt man als N̈aherung eine
lineare Abḧangigkeit des symmetrischen PotentialsS vonUgC an, so erḧalt man durch
Vergleich der Absẗande zwischen Linien I und III bzw. I und II wiederum Abschätzun-
gen f̈ur die Tunnelaufspaltung. Diese sind für verschiedene Justierungen der Seitengat-
ter undsource-drain-Spannungen in Abbildung8.17 in Abhängigkeit vonB? aufge-
tragen. Die Lage der Linien wurde dabei durch rechnerunterstützte Suche der Maxima
des Leitwerts f̈ur jedes Magnetfeld ermittelt. Zusätzlich sind in Abbildung8.17(a) die
aus der Auswertung von Abbildung8.9(b), Abschnitt8.3.4resultierenden Werte als
mit einer durchgezogenen Linie verbundene Quadrate dargestellt.

Die Abhängigkeit der Anregungsenergie des antisymmetrischen angeregten Dop-
pelquantenpunktzustands vom Magnetfeld bei Tripelpunkt TP1 in Abbildung8.17(a)
ist qualitativ ähnlich wie in Abschnitt8.3.4. Quantitativ ist der R̈uckgang der Anre-
gungsenergie mit wachsendemB? jedoch wesentlich schẅacher, wie am Vergleich
mit den Meßwerten aus Abbildung8.9(b) sofort deutlich wird. Dies läßt sich erkl̈aren,
wenn man die Abḧangigkeit der Tunnelaufspaltung von GatterspannungUgC sowie
eine mitUgC zunehmende AsymmetrieD ber̈ucksichtigt. Da diese Abḧangigkeiten in
der Bestimmungsmethode aus Abschnitt8.3.4, Abbildung8.9kompensiert bzw. nicht
vorhanden sind, kann angenommen werden, daß die tatsächliche Abḧangigkeit der
Tunnelaufspaltung 2t0 vonB? durch die Daten aus Abbildung8.9(b) gegeben ist.

Am zweiten Tripelpunkt ist die in Energie umgerechnete Aufspaltung zwischen
Linien V und VI wesentlich gr̈oßer, wie in Abbildung8.17(b) zu sehen ist. Bei eini-
gen Parametersätzen ist eine zuverlässige Bestimmung der Linienpositionen aufgrund
deren starker Verbreiterung nicht möglich, so daß weniger Daten zur Verfügung ste-
hen. Der beobachtete Abstand zwischen den Linien hängt nur vergleichsweise schwach
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Abbildung 8.17: Anregungsenergie des antisymmetrischen angeregten Einelektronenzustands
im Magnetfeld, abgeleitet aus Messungen des differentiellen Leitwerts in Abhängigkeit von
UgC und B? . (a) Tripelpunkt TP1,N = 0 $ 1 Elektronen, (b) Tripelpunkt TP2,N = 1 $ 2
Elektronen. In (a) sind zusätzlich zum Vergleich die Werte aus Abbildung8.9(b) als mit einer
durchgezogenen Linie verbundene Quadrate eingetragen.
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Abbildung 8.18: Magnetfeldabḧangigkeit der Anregungsenergie des ersten höher angeregten
Zustands des Doppelquantenpunkts bei 0� N � 1, ermittelt aus der Lage der Leitwertmaxima
von Linien I, Ia und III inUgC (vgl. Abbildung 8.16). Die verwendeten Gatterspannungen
entsprechen Parametersatz J1-2 in Tabelle8.2.

vom Magnetfeld ab. Dies läßt vermuten, daß die Asymmetrie bereits die beobachtete
Aufspaltung dominiert.

Ein weiteres interessantes Detail, das in Abbildung8.16beobachtet werden kann,
ist das Eintreten des ersten höher angeregten orbitale Zustands in das Transportfenster
als Linie Ia beiB? ' 0;9T. Es handelt sich hierbei mit hoher Wahrscheinlichkeit um
denjenigen Zustand, der in Abschnitt8.3.3, Abbildung8.8 zu einer zweiten Niveau-
Abstoßung bei endlicher Asymmetrie führt. Messungen bei höherersource-drain-
SpannungUSD = � 1mV erm̈oglichen die Bestimmung der Magnetfeldabhängigkeit
seiner Anregungsenergie. Sie ist in Abbildung8.18wiedergegeben. Die Anregungs-
energieDe� nimmt für 0;5T � B? � 1;5T nahezu linear inB? mit De� = 1;03meV�
0;34meV

T B? ab. Dies l̈aßt eine grobe Extrapolation aufDe� (B? = 0) ' 1meV zu, in
Übereinstimmung mit den Spektren von Abbildung8.14.

8.5.3 Zweielektronen-Spektrum

Wie bereits in Abschnitt4.2.2behandelt, wird f̈ur den Fall von einem bis zwei Elek-
tronen im Doppelquantenpunkt ein komplexeres Zustandsspektrum als f̈ur den Fall
von maximal einem Elektron im Doppelquantenpunkt erwartet. Modellrechnungen in
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Abbildung 8.19: (a) Vorhersage aus [Golovach und Loss 2004] f ür das Transportspektrum ei-
nes symmetrischen Doppelquantenpunkts im Bereich 1� N � 2. (b) Vergleichbarer Ausschnitt
von Abbildung8.14(b). Differentieller Leitwert des Doppelquantenpunkts als Funktion von
UgC undUSD (logarithmische Farbskala).

[Golovach und Loss 2004] sagen eine Aufspaltung der Resonanzlinien IV und V auf-
grund der AustauschwechselwirkungJ der Elektronenspins voraus. Diese Vorhersage
ist in Abbildung 8.19(a) schematisch dargestellt, zusammen mit einer Messung des
entsprechenden Teils des Transportspektrums in Abbildung8.19(b). Die Gr̈oßenord-
nung vonJ kannüber Gleichung4.27, die den Grenzfall schwacher Kopplung zwi-
schen den Quantenpunkten beschreibt, alsJ . 0;085meV abgescḧatzt werden. Nach
dieser Abscḧatzung liegt die Aufspaltung innerhalb der beobachteten Linienbreiten der
Linien IV und V. Dennoch k̈onnte eine Messung der Linienbreiten in Abhängigkeit von
B? Hinweise auf die AustauschwechselwirkungJ liefern.

Abbildung 8.20 zeigt eine entsprechende Auswertung. Ausgehend von Messun-
gen des differentiellen Leitwerts in Abhängigkeit vonB? undUgC wie der in Abbil-
dung 8.16 dargestellten wurde die Position der Maxima der Linien I bisVI in UgC
bestimmt. Jeweils an die Datenpunkte innerhalb einer Umgebung der Maxima von
DUgC = � 2mV wurde programmgesteuert eine cosh� 2-Funktion angepaßt und aus
deren Parametern die volle Halbwertsbreite errechnet. DerAbstand zwischen den Ma-
xima der Linien I und III bzw. der Linien IV und VI, der jeweilsder Energiee USD
entspricht, wurde dabei zur Umrechnung in Energieeinheiten herangezogen.

In Abbildung 8.20 sind innerhalb jeder Zeile von Graphiken die Halbwertsbrei-
ten aller sechs Linien für einen festen Parametersatz (Spannungen der Seitengatter
UgL und UgR sowie source-drain-SpannungUSD) in Abhängigkeit vom Magnetfeld
B? aufgetragen. Die in einer Spalte angeordneten Graphiken enthalten Linienbreiten
identischer Linien f̈ur unterschiedliche Parametersätze. In jeder Spalte sind jeweils die
Linienbreiten der zwei sich

”
spiegelbildlich“ zueinander verhaltenden Resonanzlinien
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Abbildung 8.20: Volle Halbwertsbreite der Leitwert-Linien I – VI im Magnetfeld (zu den
Details der Bestimmung siehe Text). (a)-(c): Parametersatz J1-1 (siehe Tabelle 8.2), USD =
� 0;75mV. (d)-(f): Parametersatz J1-2,USD = � 1mV. (g)-(i): Parametersatz J2,USD =
� 0;75mV. (j)-(k): Parametersatz J2,USD = + 0;75mV.

116



8.5. Ann̈ahernd symmetrische Potentialvariation durchUgC

aus den Tripelpunkten TP1 und TP2 zusammen aufgetragen.

Linien I bis III werden allein durch Einelektronen-Prozesse beschrieben. Im Mo-
dell von [Golovach und Loss 2004] werden Linien IV und V durch die Austauschkopp-
lung aufgespalten, Linie VI nicht. Unter Annahme einer charakteristischen Abḧangig-
keit der Austauschkopplung vom Magnetfeld erwartet man damit in einem ein-
fachstm̈oglichen Modell, daß sich die Breiten von Linien I und VIähnlich im Magnet-
feld verhalten, ẅahrend diejenigen von Linien II und V sowie von Linien III undIV
jeweils aufgrund der Aufspaltung einer der beiden Linien voneinander abweichen. Im
Gegensatz zu dieser Erwartung weichen die Verläufe der Linienbreiten in sämtlichen
Graphen in Abbildung8.20voneinander ab.

Die Auswertungen von Abbildung8.20(a)-(i) entsprechen negativer Gatterspan-
nung, diejenigen von Abbildung8.20(j)-(l) positiver Gatterspannung. Ein Vergleich
zeigt, daß sich die Messungen bei Parametersätzen mit negativersource-drain-
Spannung untereinanderähnlich verhalten, ẅahrend die Resultate in Abbildungen
8.20(j)-(l) bei positiversource-drain-Spannung deutlich abweichen. Hierfür kann ein
Zusammenhang mit der beobachteten Asymmetrie der Tunnelbarrieren des Doppel-
quantenpunkts vermutet werden.

Die Linienbreite nimmt generell mit wachsendem Magnetfeldab. Im Fall nega-
tiver source-drain-SpannungUSD können allerdings Maxima der Breiten von Linie
VI in Abbildungen8.20(a),(d),(g) beiB? ' 0;75T und von Linie III in Abbildungen
8.20(c) und (i) beiB? ' 0;85T beobachtet werden. Das Maximum der Halbwertsbrei-
te von Linie III tritt bei dem Magnetfeld auf, bei dem ein höher angeregter Zustand in
das Transportfenster eintritt und damit Linie Ia und Linie III kreuzen (vgl. Abbildung
8.7). In Abbildung8.20(f) liegt eine ḧoheresource-drain-Spannung vor, und die Linien
kreuzen f̈ur wesentlich niedrigeres Magnetfeld. Einähnlicher Vorgang kann für Linie
VI vermutet werden. Hier liegt ein Grundzustandsübergang des Doppelquantenpunkts
vor.

8.5.4 Tunnelprozesse ḧoherer Ordnung

Abbildung 8.21(a) zeigt eine Messung des differentiellen Leitwerts durchden Dop-
pelquantenpunkt als Funktion dersource-drain-SpannunUSD und der Gatterspannung
UgC. Ziel der Justierung der GatterspannungenUgL undUgR war ein symmetrisches
Potential am Tripelpunkt TP2 beiUgC ' � 1;4V. Die Farbskala ist derart gewählt,
daß die Struktur des Transportspektrums innerhalb der Coulomb-Blockade-Bereiche
erkennbar wird.

Im Coulomb-Blockade-Bereich mitN = 1 Elektronen wird in Abbildung8.21(a)
erḧohter Leitwert aufgrund des Einsatzes von inelastischen Kotunnelprozessen beob-
achtet, sobald der Potentialunterschied vonsource- unddrain-Kontakt die Anregungs-
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Abbildung 8.21: Tunnelprozesse höherer Ordnung in Coulomb-Blockade. (a) Differentieller
Leitwert als Funktion vonsource-drain-SpannungUSD und GatterspannungUgC (Parameter-
satz J2 aus Tabelle8.2, logarithmische Farbskala). Der Skalenbereich ist derart gewählt, daß
die Struktur innerhalb der Coulomb-Blockade-Bereiche hervortritt. (b),(c): Schnitte durch die
Messung von (a) bei jeweils konstanter GatterspannungUgC. Die entsprechenden Werte sind
in (a) durch weiße gestrichelte Linien gekennzeichnet.
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energie des antisymmetrischen angeregten molekularen Zustandsüberschreitet. Ab-
bildung 8.21(b) demonstriert dies nochmals anhand von Schnitten durch Abbildung
8.21(a) bei den mit gestrichelten Linien markierten Werten der GatterspannungUgC.
Bei jUSDj ' 0;25mV nimmt der differentielle Leitwert im Coulomb-Blockade-Bereich
stufenartig zu. In einer der ausgewählten Spuren liegt beiUSD ' 0;35mV ein lokales
Maximum des Leitwerts vor, generell bleibt der Leitwert für größeresource-drain-
Spannung aber deutlicḧuber dem Wert im Zentrum des Coulomb-Blockade-Bereics.
Qualitativ kann dies im Einzelquantenpunkt-Modell von [De Franceschi u. a. 2001]
erklärt werden, wie es auch in Abschnitt3.4vorgestellt ist. Eine quantitative Betrach-
tung für einen Doppelquantenpunkt ist in [Hartmann 2002] gegeben. Im hierbei ver-
wendeten Modell wird allerdings angenommen, daß der Doppelquantenpunkt nur sehr
schwach an die Zuleitungen ankoppelt. Diese Bedingung ist imRahmen der vorliegen-
den Messung nicht erfüllt.

Im Coulomb-Blockade-Bereich mitN = 2 Elektronen kann kein̈Ubergang zu in-
elastischem Kotunneln beobachtet werden. Auch die Schnitte von Abbildung8.21(c),
in denen der Leitwert bis zum Rand des Blockadebereichs aufgetragen ist, zeigen keine
Stufenstruktur bei endlichersource-drain-Spannung.

BeiUSD ' 0 ist in Abbildung8.21(a) sowohl f̈ur N = 1 als auch f̈ur N = 2 ein leicht
erḧohter Leitwert als dunkler waagrechter Streifen sichtbar.Dies deutet sich auch als
schwaches Maximum des Leitwerts beiUSD ' 0 in Abbildungen8.21(b) und (c) an. Ei-
ne Identi�kation als Kondo-Effekt ist insbesondere für N = 1 naheliegend, da hier ein
ungepaarter Spin im Doppelquantenpunkt vorliegt. Daß auchfür die Elektronenzahl
N = 2 ein derartiges Maximum beobachtet wird, ist unerwartet, da der Zweielektronen-
Grundzustand eines Doppelquantenpunkts in der Regel ein Spin-Singlet bildet. Das
beobachtete Signal ist nur schwer vom Rauschen zu trennen. Dies erschwert insbeson-
dere die Betrachtung der Temperaturabhängigkeit, da durch die Temperaturmeßbrücke
verursachte Störungen das Signal̈uberlagern. Die Auswertung von späteren Messun-
gen an diesem Probenchip wird hoffentlich wertvolle Informationenüber die Natur der
vorliegenden Kondo-Pḧanomene liefern [Schr̈oer 2005].
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Kapitel 9

Kopplung von Elektronen- und
Kernspins in einem Quantenpunkt

In diesem Kapitel werden Resultate zusammengefaßt, die in Zusammenarbeit mit Jan
Weber in Messungen an einem Einzelquantenpunkt erzielt wurden. Die Meßergeb-
nisse sind bereits in [Weber 2002] und [Hüttel u. a. 2004b] beschrieben. Abschnitt
9.1 geht auf die Besonderheiten des Meßaufbaus ein. Weiterhin wird der de�nierte
Quantenpunkt charakterisiert. Abschnitt9.2 beschreibt beobachtete strahlungsindu-
zierte Gleichrichtungseffekte. Ein im Strom durch den Quantenpunkt sichtbarer Spei-
chereffekt auf einer Zeitskala von mehreren Minuten wird inAbschnitt9.3dargestellt.
Abschnitt9.4geht auf dessen Interpretation als dynamisch induzierte Kernspinpolari-
sation ein.

9.1 Meßaufbau und Charakterisierung des Quanten-
punkts

Die hier beschriebene Messung fand an einem stabförmigen Mischkryostat des
Walther-Meissner-Instituts für Tieftemperaturphysik der Bayerischen Akademie der
Wissenschaften, Garching bei München, statt. Informationen zur verwendeten Appa-
ratur sind in Abschnitt6.1zu �nden. Zur Einstrahlung von Hochfrequenzsignalen stan-
den Koaxialkabel zur Verfügung. In Abbildung9.1 sind die beiden als Antennen ver-
wendeten Kabelenden mit Pfeilen markiert. Antenne 1, als offenes Ende eines Koaxial-
kabels, isẗuber der Chipstruktur aufgehängt und diente zur Einstrahlung von Signalen
im GHz-Frequenzbereich. Einëahnliche Technik wurde bereits in früheren Arbeiten
der Forschungsgruppe [Qin u. a. 2001, Qin 2001] erfolgreich eingesetzt. Antenne 2
umwindet den Chipsockel als magnetische Schleifenantenne.Zus̈atzlich wurde in der
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1

2

Abbildung 9.1: Probenb̈uhne des am Walther-Meissner-Institut eingesetzten Mischkühlers.
Über dem eingesetzten Chip endet ein Koaxialkabel offen als HF-Antenne (1). Ein weiteres
Koaxialkabel (2) umwindet den Chipsockel als magnetische Schleifenantenne.

Messung ein in das4He-Dewar eingebauter zweiachsiger supraleitender Magnetver-
wendet. Dies erm̈oglichte das Anlegen von Magnetfeldern sowohl senkrecht als auch
parallel zum zweidimensionalen Elektronengas.

Die in der Messung verwendete Gatterstruktur ist in Abbildung 9.2 in einer
Rasterkraftmikroskop-Aufnahme zu sehen. In Erweiterung der Geometrie aus [Hüttel
2001], wo bereits zwei Doppelquantenpunkte in separaten Stromkreisen de�niert wur-
den, sollte hier eine zusätzliche steuerbare Tunnelkopplung zwischen diesen beiden
Systemen erm̈oglicht werden. Die in Abbildung9.2 durch unterschiedliche Hellig-
keit sichtbaren Unregelm̈aßigkeiten der Probenober�äche zwischen den Gattern lassen
sich vermutlich auf nicht vollständig nach Lithographieschritten abgelöste Lackreste
zurückführen. Entgegen der Planung konnte während der Messung nur ein Quanten-
punkt de�niert werden. Dieser ist in Abbildung9.2 schematisch markiert, wie auch
die letztendlich verwendetensource- unddrain-Anschl̈usse. Das aufgehellte Rechteck
in der Abbildung verdeutlicht, welche Gatterelektroden bei der De�nition des Quan-
tenpunkts zum Einsatz kamen. Die mit `g' gekennzeichnete Gatterelektrode wurde zur
Kontrolle des Quantenpunkt-Potentials verwendet. Dabei wurde darauf geachtet, daß
die von ihr mit gesteuerte Tunnelbarriere zu einer weiterenZuleitung des Quanten-
punkts (in Abbildung9.2nach links) undurchlässig war.

Die Coulomb-Blockade-Oszillationen des Quantenpunkts sindin Abbildung 9.3
anhand einer Messung des differentiellen Leitwerts als Funktion vonUg undUSD zu
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Abbildung 9.2: Rasterkraftmikroskop-Aufnahme der Gatterstruktur der verwendeten Probe.
Das aufgehellte Rechteck markiert die in der Messung zur De�nition eines Quantenpunkts
verwendeten Gatterelektroden. Die Lage des de�nierten Quantenpunktssowie die verwendeten
Zuleitungen sind schematisch eingezeichnet. Nach [Weber 2002].

sehen. Hierbei werden typische Ladeenergien von 1;0meV. EC . 1;5meV bei ei-
nem Konversionsfaktor vonag = 0;065 beobachtet (vgl. Abschnitt3.1). Die maxi-
mal vorhandene Elektronenzahl läßt sich aus der Elektronen�ächendichte des freien
zweidimensionalen Elektronengases und der Gesamtkapazität des Quantenpunkts als
Kapaziẗat einer metallischen Kreisscheibe mit RadiusRals

N . nspR2 ' nsp
�

CS

8e0er

� 2

= nsp
�

e2

8e0erEC

�
' 85 (9.1)

abscḧatzen. Eine weitere Abschätzung geht von einem harmonischen Einschlußpoten-
tial aus. Die Energie des ersten angeregten ZustandsDe' 0;2meV und die Fermi-
Energie des freien zweidimensionalen Elektronengases liefern

N .
2EF

De
' 60: (9.2)

Da die exakte Elektronenzahl nicht bekannt ist, werden die beobachteten Coulomb-
Blockade-Bereiche und die in ihnen vorliegenden Elektronenzahlen im folgenden wie
auch in Abbildung9.3mit den BuchstabenA, B, ...,M (ohneI) bezeichnet.

Die regelm̈aßige Abfolge der Coulomb-Blockade-Oszillationen beiUSD ' 0 ist für
denÜbergang zwischen den BereichenH undJ unterbrochen. Eine Vergrößerung die-
ses Bereichs in Abbildung9.3(b) zeigt, daß nicht nur der differentielle Leitwert in
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Abbildung 9.3: Differentieller Leitwert des Quantenpunkts in logarithmischer Farbskala als
Funktion vonUg undUSD. Da die genaue Zahl der im Quantenpunkt gefangenen Elektronen
nicht bekannt ist, werden die Coulomb-Blockade-Bereiche sowie die in ihnen jeweils vorlie-
genden Elektronenzahlen mit den BuchstabenA, B, ...,M (ohneI) bezeichnet. Isolierte schwar-
ze Fl̈achen sind Bereiche negativen differentiellen Leitwerts. (a)Übersicht, (b) Detailvergr̈oße-
rung bei gleicher Farbskala im Bereich um das unterdrückte LeitwertmaximumH $ J. Aus
[Weber 2002].
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linearer Antwort zwischenH undJ vollständig unterdr̈uckt bleibt. Zus̈atzlich wird ei-
ne Asymmetrie von Kotunnelphänomenen bez̈uglichUSD in den Coulomb-Blockade-
BereichenH und J sichtbar. Bereits ein geringes MagnetfeldB? ' 0;2T senkrecht
zum zweidimensionalen Elektronengas führt zur vollsẗandigen Aufhebung der Trans-
portblockade. Der̈UbergangH $ J unterscheidet sich für B? > 0;2T nicht mehr we-
sentlich von denen benachbarter Elektronenzahlen.

Anhand der vorliegenden Daten ist keine Aussageüber den genauen Blockademe-
chanismus m̈oglich. Verschiedene Mechanismen zur Unterdrückung linearen Trans-
ports sind bekannt. Eine M̈oglichkeit besteht darin, daß sich bei bestimmten Gatter-
spannungen ein Doppelpotentialtopf und damit ein effektiver serieller Doppelquan-
tenpunkt ausbildet, so daß nur bei Ausrichtung der zwei diskreten Energieniveaus in
beiden Ḧalften ein Tunnelstrom m̈oglich ist. Dies ist insofern unwahrscheinlich, als
sowohl f̈ur kleinere als auch für größere Gatterspannungen keine Blockadeeffekte be-
obachtet werden.

Ein weiterer m̈oglicher Mechanismus zur Unterdrückung linearen Transports ist
Grundzustands-Spinblockade (Spin-Blockade Type II, siehe[Weinmann u. a. 1996,
1995, Hüttel u. a. 2003]). Mit einer Änderung der Zahl der in einem Quantenpunkt
gefangenen Elektronen geht aufgrund von Elektron-Elektron-Wechselwirkungen auch
eine Modi�kation des elektronischen Zustandsspektrums einher. F̈uhrt dies zu einer
Änderung der Quantenzahlen des Grundzustands, so ist eine Situation denkbar, in
der in benachbarten Coulomb-Blockade-Bereichen (wie hierH und J) unterschiedli-
che Spinkopplungen im Grundzustand des Quantenpunkts auftreten. Bei einem Unter-
schied des Grundzustandsspins vonDS> 1=2 ist an dem entsprechenden Leitwertma-
ximum zwischen diesen Bereichen ein direkterÜbergang von Grundzustand zu Grund-
zustand durch Einzelelektronentunneln unmöglich. Das entsprechende Maximum ist
stark unterdr̈uckt, und nur ein Restleitwert aufgrund von Spinrelaxation bleibt sichtbar
[Hüttel u. a. 2003].

9.2 Pumpstrom bei HF-Einstrahlung

Wird über die erẅahnten Antennen ein Hochfrequenzsignal in die Probe eingekoppelt,
so ver̈andert sich die Form der Coulomb-Blockade-Oszillationen. Abbildung9.4zeigt
eine Messung des Tunnelstroms durch den Quantenpunkt beiUSD = 20µV und Ein-
kopplung eines Hochfrequenz-Signals vonf = 10;01GHz. Eine Abscḧatzung der in
den Quantenpunkt eingekoppelten Strahlungsleistung erweist sich aufgrund der kom-
plexen Geometrie als schwierig. Für einen entsprechenden Versuch sei auf [Weber
2002] verwiesen. Da ẅahrend der Versuchsdurchführung die Anordnung der Koaxial-
kabel und Antennen unverändert beibt, wird die hierzu proportionale Ausgangsleistung
des HF-Generators als Vergleichswert herangezogen.
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Abbildung 9.4: Gleichrichtungseffekte bei Strahlungseinkopplung: dc-Strom durch den Quan-
tenpunkt beiUSD = 20µV und Einkopplung eines HF-Signals vonf = 10;01GHz undP =
� 10; 5; 10 und 14;9dBm Ausgangsleistung des Signalgenerators.ÜbergangG $ H zeigt das
Gleichrichtungsverhalten nach [Weis u. a. 1995], wie es auch an allen weiteren hier nicht ab-
gebildeten Leitwertmaxima in dieser Messung beobachtet wird. Aus [Weber 2002].

Die in Abbildung9.4 schwarz eingezeichnete Kurve bei� 10dBm Generatorlei-
stung zeigt keine strahlungsinduzierten Effekte. Sie kannals Vergleichsmessung ohne
Hochfrequenzeinstrahlung verwendet werden. Unabhängig von der geringensource-
drain-Spannung wird bei Erḧohen der eingestrahlten Leistung eine Verformung der
meisten beobachteten Coulomb-Blockade-Oszillationen in jeweils ein vorẅarts- und
ein rückwärtsgerichtetes Strom-Maximum beobachtet. DerÜbergang zwischen Elek-
tronenzahlenG undH ist in Abbildung9.4beispielhaft f̈ur alle weiteren Oszillationen,
die dieses Verhalten zeigen, aufgetragen. Ein möglicher Prozeß, der dies erklärt, ist
asymmetrische adiabatische Einkopplung des Mikrowellensignals [Weis u. a. 1995].
Aufgrund einer im allgemeinen vorhandenen Asymmetrie der Kopplung des Mikro-
wellensignals ansourceund drain und des Quantenpunkts an seine Zuleitungen �n-
det ein Gleichrichtungseffekt statt, sobald das chemischePotential des Quantenpunkts
etwas ober- oder unterhalb des zeitlich gemittelten Potentials vonsourceund drain
liegt. Dies ist in Abbildung9.5 verdeutlicht. Hier wird angenommen, daß einzig das
Potential in derdrain-Zuleitung umDµD �uktuiert und hierdurch eine effektivesource-
drain-Wechselspannung entsteht. Ist die Gatterspannung genau auf die Position eines
Leitwertmaximums eingestellt, so kann für jedes Vorzeichen dieser Spannung Strom
�ießen (Fall (b)). Über die Oszillationsperiode gemittelt ist der Strom Null.Für leicht
abweichende Gatterspannung, wie in den abgebildeten Fällen (a) und (g), ist nur
während eines Teils genau einer Halbwelle Einzelelektronentunneln m̈oglich, so daß
der zeitlich gemittelte Strom gleichgerichtet ist. Der Quantenpunkt agiert damit als
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Abbildung 9.5: Gleichrichtung durch adiabatische Einkopplung eines Mikrowellensignals.
(a) Schematischer Ausschnitt einer Messung des nichtlinearen Transports wie z.B. in Ab-
bildung 3.4 mit eingezeichneten Gatterspannungen(a), (b) und (g). Die Einkopplung der
Hochfrequenz wirkt wie eine Modulation dersource-drain-Spannung entlang der waagrechten
Linien. (b) Strom�uß aufgrund dieser Modulation bei den in (a) eingezeichneten Gatterspan-
nungen. (c) Lage und Variation des chemischen Potentials in Quantenpunktund Zuleitungen
bei alleiniger Modulation desdrain-Potentials umDµD. Aufgrund der kapazitiven Kopplung
des Quantenpunkts an diedrain-Zuleitung oszilliert das chemische Potential im Quantenpunkt
ebenfalls innerhalb des durch graue Linien gegebenen Intervalls. Zeichnung nach [Weis u. a.
1995].
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”
Elektronenpumpe“. Dem Teilchencharakter der Strahlung entsprechendephoton as-

sisted tunneling- Prozesse [Oosterkamp u. a. 1997] konnten im Rahmen der Messung
nicht beobachtet werden.

Die Maxima des Tunnelstroms an denÜberg̈angen zwischen Elektronenzahlen
H $ J und J $ K zeigen als einzige beobachtete abweichendes Verhalten. Amoh-
ne Hochfrequenzeinstrahlung blockiertenÜbergangH $ J wechselt der Gleichrich-
tungsstrom nicht das Vorzeichen. Gleichrichtung �ndet nurin einer Transportrich-
tung statt. Dies kann unter Annahme einer Grundzustands-Transportblockade wie z.B.
Spin-Blockade Typ II [Hüttel u. a. 2003] erklärt werden. Der direktëUbergang zwi-
schen den Grundzuständen f̈ur H und J Elektronen tr̈agt nahezu nicht zum Strom
bei. F̈ur Einzelelektronentunneln durch den Quantenpunkt muß einangeregter Zustand
energetisch erreichbar sein. Man nimmt nun zusätzlich an, daß bei Elektronenzahlen
H und J stark unterschiedliche Anregungsenergien für den jeweils ersten angeregten
Zustand des Quantenpunkts vorliegen [Weinmann 2002]. Ist genau einer dieser ange-
regten Zusẗande, z.B. der erste angeregte Zustand bei ElektronenzahlJ, energetisch
niedrigliegend und seine Anregungsenergie vergleichbar mit der durch die Strahlung
verursachten Potentialvariation, so kann nur durch ihn Strom getragen werden. Dies
führt zu einem Gleichrichtungseffekt entsprechend der Beobachtung. Gleichrichtung
in anderer Richtung durch den angeregten Zustand vonH �ndet nicht statt, da nicht
ausreichend Energie zur Verfügung steht.

ÜbergangJ $ K entwickelt mit Einschalten der Strahlungsquelle eine Doppel-
maximumstruktur,̈ahnlich den in [Fujii u. a. 1996] präsentierten Messungen. Im Ge-
gensatz zu den dort präsentierten Daten wird jedocḧuber einen weiten Bereich
P = 13: : :17;5dBm der Strahlungsleistung die Aufspaltung als konstantDe' 180µeV
beobachtet. Dies läßt vermuten, daß auch hier durch die strahlungsinduziertePoten-
tial�uktuation ein angeregter Zustand erreichbar wird, der sich im Transportspektrum
zeigt. Die genauen Mechanismen hierzu sind allerdings nicht bekannt. Der induzier-
te Strom beiJ $ K �ießt wiederum fast ausschließlich in eine Richtung, allerdings
entgegengesetzt zum Pumpstrom beiH $ J.

Wie im vorherigen Abschnitt f̈uhrt bereits ein schwaches senkrecht zum zweidi-
mensionalen Elektronengas angelegtes Magnetfeld dazu, daß sich die Struktur der
Strom-Kennlinie derÜberg̈angeH $ J und J $ K vollständig der bei benachbarten
Elektronenzahlen angleicht. Abbildung9.6 demonstriert dies an einer Messung des
Pumpstroms bei verschiedenen MagnetfeldernB? . Bereits beiB? ' 140mT sind kei-
ne Abweichungen von der erwarteten Gleichrichtungs-Kurvenach [Weis u. a. 1995]
mehr beobachtbar.
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Abbildung 9.6: Auswirkungen eines Magnetfelds senkrecht zum zweidimensionalen Elektro-
nengas auf den Gleichrichtungseffekt. dc-Strom durch den Quantenpunkt (USD = 20µV) bei
Einkopplung eines HF-Signals vonf = 10;01GHz undP = 14;9dBm Ausgangsleistung des
Signalgenerators für Magnetfelder vonB? = 0mT, 14mT, 70mT und 139mT. Aus [Weber
2002].

9.3 Auftreten eines Speichereffekts bei variiertem Ma-
gnetfeldB?

9.3.1 Beobachtung und Quanti�zierung

Abbildung 9.7 zeigt eine Messung, bei der nach Anlegen und Abschalten eines Ma-
gnetfelds ein Speichereffekt im Strom durch den Quantenpunkt auf einer Zeitskala von
� 10min beobachtet wurde. Der Ablauf der Messung ist in Abbildung 9.7(a) detail-
liert dargestellt. Wie in den Gleichrichtungsmessungen des vorherigen Abschnitts wird
kontinuierlich ein Hochfrequenzsignal vonf = 10;01GHz eingestrahlt. Das Magnet-
feld senkrecht zum zweidimensionalen ElektronengasB? wird beginnend vonB? = 0
über einen Zeitraum vont ramp ' 11min langsam auf einen endlichen kleinen Wert
B? ;max ' 0;5T gefahren, dort f̈ur t B ' 6min belassen und schließlich mit der gleichen
Geschwindigkeit wieder int ramp ' 11min aufB? = 0 reduziert. Die Aufzeichnung
der in Abbildung9.7(b) dargestellten Messungen des Stroms durch den Quantenpunkt
beginnt in dem Moment, in dem das Feld wiederB? = 0 erreicht. Dieser Zeitpunkt
wird alst = 0 de�niert. In der darauf folgenden Zeit werden keine externen Parameter
mehr ver̈andert. Das Maximum des Tunnelstroms amÜbergangJ $ K zeigt dennoch
zu Beginn eine starke Verformung und kehrt erstüber einen Zeitraum von mehre-
ren Minuten in einen Gleichgewichtszustand zurück. Diese Beobachtung ist insofern
unerwartet, als die elektronischen Zustände eines Quantenpunkts auf der langsamen
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Abbildung 9.7: Beobachtung eines Langzeit-Speichereffekts in einem Quantenpunkt.
(a) Schema des experimentellen Vorgehens. Das MagnetfeldB? senkrecht zum zweidimensio-
nalen Elektronengas wird langsam aufB? ' 0;5T erḧoht und nach einer Wartezeit wieder auf
B? = 0 verringert.t = 0 de�niert den Zeitpunkt, an dem das FeldB? = 0 erreicht. Kontinuier-
lich ist hierbei ein Mikrowellensignal vonf = 10;01GHz sowie einesource-drain-Spannung
USD = 20µV angelegt (nicht eingezeichnet). (b) Ab dem Zeitpunktt = 0 (aus (a)) aufgenom-
mene Spuren des dc-Stroms durch den Quantenpunkt als Funktion der GatterspannungUg.
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Abbildung 9.8: Beispielhafte Auswertung der Relaxation des Speichereffekts amÜbergang
zwischen ElektronenzahlenJ und K: Das VerformungsmaßA(t) (vgl. Gleichung9.3) zeigt
nach Ein- und Ausschalten des Magnetfelds senkrecht zum zweidimensionalen Elektronengas
(wie in Abbildung9.7(a) skizziert)über einen Zeitraum von 20min einen nahezu exponentiel-
len Abfall mit Zeitkonstantet A ' 8;2min. Aus [Weber 2002].

Zeitskala der Magnetfeld̈anderung eines supraleitenden Magneten hoher Induktivität
dem Feld in der Regel unmittelbar folgen.

Um eine Quanti�zierung dieses beobachteten Effekts zu ermöglichen, wird als
Maß für die Auslenkung das IntegralA(t) über den Absolutbetrag der Differenz des
Stroms zwischen ausgelenkter und relaxierter (t ! ¥ ) Kennlinie, normiert auf das In-
tegralüber die relaxierte Kennlinie,

A(t) �

Ug;2Z

Ug;1

�
� I (Ug; t) � I (Ug;¥ )

�
� dUg

Ug;2Z

Ug;1

�
� I (Ug;¥ )

�
� dUg

; (9.3)

verwendet. Die GrenzenUg;1 und Ug;2 werden dabei in den Coulomb-Blockade-
BereichenJ undK geẅahlt, so daß die Integration̈uber den gesamten̈UbergangJ $ K
verläuft. Der resultierende Zahlenwert ist für t = 0 maximal und strebt mit der graduel-
len Relaxation der Kurve entsprechend der De�nition vonA(t) gegenA(t ! ¥ ) � 0.
Eine beispielhafte Auswertung ist in Abbildung9.8 zu sehen. Die AuslenkungA(t)
der Stromkennlinie nimmẗuber einen Zeitraum� 20min exponentiell mit in diesem
Fall charakteristischer Zeitkonstantet A ' 8;2min ab.
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Eine m̈ogliche Hypothese für das Zustandekommen des beobachteten Effekts ist
eine Beein�ussung der Probentemperatur durch Wirbelströme, die ẅahrend der Varia-
tion des externen Magnetfelds induziert wurden. Der Speichereffekt ließ sich jedoch
bereits bei derart kleinen maximalen MagnetfeldernB? ;max ' 80mT nachweisen, daß
die Mischkammertemperatur während der Messung nieüberTMC = 80mK stieg. Tem-
peraturabḧangige Vergleichsmessungen zeigten lediglich eine Verbreiterung der Re-
sonanzen, jedoch keinëAnderung der Kurvenform. Damit kann ein Temperatureffekt
ausgeschlossen werden.

Eine weitere M̈oglichkeit besteht in der Existenz eines Restmagnetfeldes im Pro-
benraum nach Abschalten des extern angelegten Magnetfelds. Durch Vergleich der bei
t = 0 beobachteten Verformung der Strom-Kennlinie mit der zeitunabḧangigen Verfor-
mung durch ein lange konstant gehaltenes MagnetfeldB? kann ein derartig ben̈otigtes
Restmagnetfeld alsB? ;rest ' 30mT abgescḧatzt werden. Das Magnetnetzteil scheidet
als Ursache aus. Eine direkte Messung des Stroms durch die Magnetzuleitungen ergab
nach Ablauf des Feld-Zyklus aus Abbildung9.7(a) eine Stabilisierung auf 0� 0;3mA
innerhalb von wenigen Sekunden, entsprechend einem Feld von 0� 0;021mT.

9.3.2 Abḧangigkeit des Speichereffekts von externen Parametern

Im folgenden wird die Abḧangigkeit des Speichereffekts von extern steuerbaren Para-
metern betrachtet. Dabei ist das Vorgehen im Allgemeinen analog zum vorherigen
Abschnitt. Sofern nicht explizit erẅahnt, wird entsprechend dem Schema von Ab-
bildung 9.7(a) unter kontinuierlicher Einstrahlung eines Hochfrequenz-Signals von
f = 10;01GHz ein senkrechtes MagnetfeldB? angelegt, wieder aufB? = 0 gesetzt
und im Anschluß der Tunnelstrom als Funktion der GatterspannungUg wiederholt auf-
gezeichnet. Aus den resultierenden Kennlinien wird das VerformungsmaßA(t) nach
Gleichung9.3bestimmt. Anpassung einer Exponentialfunktion anA(t) ergibt die Re-
laxationszeitt A .

Maximales senkrechtes Magnetfeld

Eine Betrachtung der Abhängigkeit vonA(t = 0) vom maximal angesteuerten senk-
rechten MagnetfeldB? ;max liefert ein nahezu lineares Anwachsen vonA(t = 0) mit
B? ;max bis hin zuB? ;max ' 35mT. Oberhalb dieses Werts beginnt der Effekt zu sätti-
gen.
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Abbildung 9.9: Abhängigkeit des Speichereffekts von extern steuerbaren Parametern. (a) Ver-
formung des Strom-MaximumsA(0) zur Zeitt = 0 als Funktion der parallel zum zweidimen-
sionalen Elektronengas angelegten Magnetfeldkomponente (siehe Text).(b) Zeitkonstante der
Verformungt A als Funktion der Mikrowellenfrequenz. Aus [Weber 2002].

Temperatur

Der Speichereffekt-Versuch wurde entsprechend dem Schemavon Abbildung9.7(a)
bei verschiedenen MischkammertemperaturenTMC im Bereich 70mK� TMC �
650mK durchgef̈uhrt. Eine Auswertung der Temperaturabhängigkeit der Abklingzeit
t A ergibt keineüber beobachtete Schwankungen hinausgehende klare Tendenz.

Richtung des Magnetfelds

Das in Abbildung9.7(a) skizzierte Vorgehen wurde unter ausschließlicher Verwen-
dung eines MagnetfeldsBk parallel zum zweidimensionalen Elektronengas wiederholt.
Hier kann bis hin zu maximalen Feldern vonBk;max ' 2;7T keine Zeitabḧangigkeit des
StromsI(Ug) nach Reduzieren des Felds aufBk = 0 beobachtet werden.

Zur detaillierteren Untersuchung der Abhängigkeit des Speichereffekts von der
Richtung des Magnetfelds wurden Magnetfeldkomponenten senkrecht und parallel
zum zweidimensionalen Elektronengas proportional zueinander gleichzeitig hochge-
fahren und wieder auf Null gesetzt. Abbildung9.9(a) zeigt die AuslenkungA(t = 0)
als Funktion der maximal ẅahrend des Magnetfeld-Zyklus angelegten parallelen Feld-
komponenteBk;max bei festemB? ;max. Im Rahmen der Meßgenauigkeit ist keine
Abhängigkeit des Verformungseffekts vonBk;max erkennbar.

133
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Strahlungsfrequenz

Abbildung 9.9(b) zeigt die Abḧangigkeit der Zeitkonstante des Abklingenst A von
der Mikrowellenfrequenz. Ein Anstieg mit wachsender Frequenz f kann beobachtet
werden.

Da die Einkopplung der Hochfrequenzsignale sowohl in die verwendeten Kabel
als auch von der Antenne in die Probe von der verwendeten Frequenz abḧangt, ist
eine weitergehende systematische Auswertung schwierig. Die maximale Auslenkung
A(t = 0) sowie die exakte Form der KennlinieI (Ug) werden hierdurch stark beein�ußt
und k̈onnen daher nicht zu einem einfachen Vergleich verschiedener Frequenzbereiche
hergenommen werden [Weber 2002].

9.4 Interpretation als Kernspinpolarisation

In verschiedenen Versuchen wurde bereits nachgewiesen, daß spinpolarisierte Elektro-
nen eine lokale dynamische Kernspinpolarisation erzeugenkönnen [Wald u. a. 1994,
Dobers u. a. 1988, Kronmüller u. a. 1999, Smet u. a. 2002]. Der Transfer �ndet hierbei
über die Hyperfein-Wechselwirkung zwischen Elektronenspins und Kernspins statt.
Sie wird für die Elektronen des Leitungsbands mit s-Bloch-Wellenfunktionen n̈ahe-
rungsweise als Kontaktwechselwirkung mit Hamilton-Operator

HHF = A~S�~I =
1
2

A(S� I+ + S+ I� ) + ASzIz (9.4)

mit ~I als Kernspin-Operator und~S als dem effektiven Elektronenspin am Ort des
Atomkerns beschrieben [Slichter 1996]. Der geklammerte Ausdruck, auch als

”
�ip

�op term“ bezeichnet, entḧalt die LeiteroperatorenS� = Sx � iSy undI� = Ix � iIy und
entspricht dem simultanen Umklappen eines Elektronenspins und eines Kernspins in
jeweils entgegengesetzter Richtung. Der zweite Summand gibt eine effektive Zeeman-
Wechselwirkung zwischen den zwei Spins wieder. Relaxationüber Flip-Flop-Prozesse
ist für endliche Magnetfelder aufgrund des großen Unterschiedsin elektronischer und
Kernspin-Zeemanaufspaltung unterdrückt. Die Energiedifferenz kann durch gleichzei-
tige Emission eines Phonons ausgeglichen werden [Erlingsson u. a. 2001].

Während sich Dephasierung und Energierelaxation der Elektronenspins im Halb-
leiter in Sekundenbruchteilen abspielen [Kroutvar u. a. 2004], bewegen sich die Rela-
xationszeiten der Kernspins des Kristallgitters bei tiefen Temperaturen im Zeitrahmen
mehrerer Minuten. Damit bietet sich eine Kopplung an Kernspins und eine dynamisch
erzeugte Kernspinpolarisation als Erklärung f̈ur den Langzeit-Speichereffekt des vor-
herigen Abschnitts an. Eine grobe Abschätzung ergibt eine Zahl von� 107 Atom-
kernen im elektronischen Volumen des Quantenpunkts, im Vergleich zu� 108 : : :109

134



9.4. Interpretation als Kernspinpolarisation

S-1/2S’

S+1/2

E

#e-K=J+1J

ES
Kernspin

GS

i n

hn

Abbildung 9.10: Provisorisches Modell eines Polarisationsmechanismus (siehe Text). Aus
[Hüttel u. a. 2004b].

Elektronen, die den Quantenpunkt während der 30min des Ein- und Ausschaltens des
Magnetfelds passieren.

Daß der beobachtete Speichereffekt ausschließlich bei Verwendung eines Magnet-
feldsB? senkrecht zum zweidimensionalen Elektronengas auftritt,läßt schließen, daß
auch orbitale Niveauverschiebungen beim Zustandekommen des Effekts eine Rolle
spielen m̈ussen. Abbildung9.10 zeigt ein provisorisches Modell für einen Polari-
sationsmechanismus, wie er sich, während das Magnetfeld eingeschaltet ist, abspie-
len könnte. Entsprechend der Beobachtung wird angenommen, daß der Grundzu-
stands̈ubergang zwischen ElektronenzahlenJ undK teilweise unterdr̈uckt ist. Bei Elek-
tronenzahlK existiert ein niedrigliegender angeregter Zustand, der anstelle des unter-
drückten Grundzustandsübergangs bei Einzelelektronentunneln besetzt wird. Diesist
in Abbildung 9.10 durch einen diagonalen Pfeil dargestellt. Relaxiert der angeregte
Zustand auch nur für einen geringen Anteil der Tunnelvorgängeüber einen Flip-Flop-
Prozess in den Grundzustand mitK Elektronen, wie in der Skizze grau eingezeich-
net, so wird bei jeder solchen Relaxation ein benachbarter Kernspin ausgerichtet. Dies
führt zu einer graduellen Akkumulation einer Kernspinpolarisation. Berechnete Raten
für diese Hyperfeinrelaxation sind konsistent mit dem Aufbau einer lokalen Polari-
sation im Quantenpunkt im Zeitrahmen des Magnetfeldzyklusvon Abbildung9.7(a)
[Erlingsson u. a. 2001]. Tunnelstrom ist nach der Relaxation blockiert, bis der Quan-
tenpunktüber den langsamen Grundzustandsübergang zur ElektronenzahlJ zurück-
kehrt. Das Modell erkl̈art allerdings nicht, weshalb sich diese lokale Kernspinpolarisa-
tion auf die gemessenen Gleichrichtungseffekte auswirkt.Hier könnte mit eine Rolle
spielen, daß bei Vorliegen einer lokalen Polarisation der Kernspins keine Hyperfeinre-
laxation mehr statt�ndet und obiger Blockademechanismus unmöglich wird.

Zwei beobachtete Details unterstützen die Hypothese eines Spineffekts. Abbildung
9.11 zeigt ermittelte AuslenkungenA(t = 0) und Relaxationszeitent A der Strom-
Kennlinie (vgl. Gleichung9.3 und Abbildung9.7). Für jeden Meßpunkt wurde ein
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Abbildung 9.11: Anomalie der Relaxationszeit: Maximale Auslenkung der Strom-Kennlinie
A(0) (a) und Relaxationszeitt A (b) als Funktion eines konstant angelegten Magnetfelds par-
allel zum zweidimensionalen ElektronengasBk. Aus [Weber 2002].

MagnetfeldBk parallel zum zweidimensionalen Elektronengas auf einen bestimmten
Wert gefahren und dort belassen. Das Magnetfeld senkrecht zum zweidimensionalen
Elektronengas wurde jeweils erhöht und wieder auf Null reduziert, bevor mehrfach die
Strom-Kennlinie wie in Abbildung9.7(b) bestimmt wurde. Eine Kurvenanpassung an
die Zeitabḧangigkeit des VerformungsmaßesA(t) ergibt die Relaxationszeitt A und
die maximale VerformungA(0) als Funktion vonBk. Beide Gr̈oßen zeigen einen deut-
lichen R̈uckgang beiBk ' 1;7T, einem Magnetfeld, bei dem das kontinuierlich einge-
strahlte Mikrowellensignal mitf = 10;01GHz in der N̈ahe der Elektronspinresonanz
liegt. Eine m̈ogliche Interpretation hierfür ist, daß die Hyperfeinrelaxation des Modells
aus Abbildung9.10hier durch strahlungsinduzierte Spinüberg̈ange

”
kurzgeschlossen“

ist.

Eine weitere Abḧangigkeit ist in Abbildung9.12demonstriert. Hier wird f̈ur jede
Meßkurve jeweils der

”
Polarisationszyklus“ durchfahren, also das Magnetfeld erhöht

und wieder ausgeschaltet. Im Anschluß unterscheidet sich das Vorgehen jedoch von
dem der bisherigen Messungen. Zur Zeitt = 0, also direkt nachdem das Magnetfeld
B? = 0 erreicht hat, wird eine MeßspurI (Ug) aufgezeichnet. Unmittelbar danach wird
die GatterspannungUg auf einen festen Wert gesetzt und dort für Dt = 10min belassen.
Zur Zeit t = 10min wird eine zweite Meßkurve aufgenommen. Abbildung9.12zeigt
das Resultat f̈ur zwei verschiedene, schematisch dargestellte Wartepositionen. Ist der
Quantenpunkt f̈ur die Dauer der 10min in Coulomb-Blockade (

”
CB“), so ist die Kurve

nach der Wartezeit bereits stärker abgeklungen. F̈ur eine Warteposition, an der Tunnel-
strom �ießt (

”
SET“, Einzelelektronentunneln), bleibt die Auslenkung länger erhalten.

Aus der Messung lassen sich die Zeitkonstantent CB
A = 3;5min sowiet SET

A = 6;6min
abscḧatzen. Die Resultate sind quantitativ konsistent mit einer theoretischen Vorher-
sage aus [Lyanda-Geller u. a. 2002]. In besagtem Artikel wird argumentiert, daß un-
terschiedliche Tunnelprozesse in Coulomb-Blockade oder im Fall des Einzelelektro-
nentunnelns zu unterschiedlichen Beiträgen der Spin-Bahn-Kopplung und damit zu
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Abbildung 9.12: Coulomb-
”
Blockade“ der Kernspinrelaxation: Abhängigkeit der Relaxation

der gemessenen Stromkennlinie von der Warteposition der Gatterspannung. Nach Aufnahme
der Kennlinie zum Zeitpunktt = 0 wird die Gatterspannung für Dt = 10min konstant gehalten.
Danach wird eine weitere Kurve aufgezeichnet. Die Wartepositionen sind schematisch ange-
deutet. Aus [Hüttel u. a. 2004b].

unterschiedlichen zeitlich �uktuierenden effektiven Magnetfeldern im Quantenpunkt
führen. Nimmt man eine lokale Kernspinpolarisation an, so wird diese hierdurch im
Falle von Coulomb-Blockade schneller durch Wechselwirkung mit den Elektronen de-
polarisiert.

Ein Versuch des direkten Nachweises der Kernspinpolarisation durch ein Spinreso-
nanzexperiment war im Rahmen der Messung nicht erfolgreich.Vermutlich aufgrund
eines elektrostatischen Schocks fand die Messung bald darauf ein erzwungenes Ende,
da unvermittelt keine Coulomb-Blockade-Oszillationen in der Probe mehr nachweis-
bar waren. Seitdem konnte in keinem untersuchten Probenchip einähnlicher Speicher-
effekt beobachtet werden. Dies läßt vermuten, daß eine spezi�sche und nur selten auf-
tretende energetische Anordnung der Elektronenniveaus imQuantenpunkt zu dem hier
beobachteten Effekt führt. Beobachtungen von Kernspineffekten an vertikalen Dop-
pelquantenpunkten [Ono und Tarucha 2004] sowie aktuelle Forschungsergebnisse an
lateralen Doppelquantenpunkten [Petta 2005, Folk 2005] untersẗutzen jedoch ebenfalls
die Hypothese eines Effekts der Hyperfeinwechselwirkung.
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Kapitel 10

Spineffekte in einem
Einzelgatter-Quantenpunkt

Im vorliegenden Kapitel wird eine kurze Zusammenfassung von Meßergebnissen
präsentiert, die in Zusammenarbeit mit Clemens Rössler an einem Einzelquantenpunkt
erzielt wurden. Eine ausführlichere Betrachtung ist in [Rössler 2004] gegeben. Ab-
schnitt 10.1 stellt die verwendete Probengeometrie vor. In Abschnitt10.2 wird ein
Quantenpunkt, der unter einem einzelnen Gatter de�niert wurde, charakterisiert und
eine Messung des Zeeman-Effekts im parallelen Magnetfeld demonstriert. Abschnitt
10.3beschreibt Messungen des Kondo-Effekts an einem Quantenpunkt.

10.1 Probengeometrie und Besonderheiten

Die Probenchips der Messungen dieses Kapitels entstammen im Gegensatz zu allen
anderen in dieser Arbeit verwendeten einer Heterostrukturmit d-Dotierungspro�l und
einem nur 37nm tiefen zweidimensionalen Elektronengas (siehe AnhangA.2). Ab-
bildung 10.1 zeigt eine Rasterelektronenmikroskop-Aufnahme der in der Messung
verwendeten Gatterstruktur. Ziel bei der Entwicklung der Gattergeometrie war die
gleichzeitige De�nition eines Doppelquantenpunkts mit starker Tunnelkopplung bei
möglichst niedriger Elektronenzahl und eines Quantenpunktkontakts zur Detektion der
vorhandenen Ladung. Die ungefähre Lage der beabsichtigten Quantenpunkte ist in Ab-
bildung10.1durch gestrichelte Linien gekennzeichnet. Das in der Abbildung mit

”
g“

gekennzeichnete bügelförmige Gatter, im folgenden auch als
”
Bügelgatter“ bezeich-

net, teilt die Mesa in zwei Teile. Es kann an beiden Enden jeweils mit einer Zuleitung
verbunden werden. Dies ermöglicht eine de�nierte Verwendung des Bügelgatters als
drahtf̈ormige Antenne zur Nahfeld-Einkopplung elektromagnetischer Wechselfelder.
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Abbildung 10.1: Elektronenmikroskopische Aufnahme der Gatterstruktur der verwendeten
Proben. Die bei der Messung des Einzelgatter-Quantenpunkts unter Bügelgatter g verwende-
ten Anschl̈usse sowie die vermutete Lage des Quantenpunkts und der Strom�uß sind einge-
zeichnet. Die gestrichelten Kreise geben die im Rahmen der Gattergeometrie vorgesehenen
Quantenpunkte wieder. Nach [Rössler 2004].

Zus̈atzlich wurde zur Einkopplung m̈oglichst rein magnetischer Wechselfelder, ins-
besondere im Hinblick auf Spinresonanz-Experimente [Engel und Loss 2002], eine li-
thographisch de�nierte, n̈aherungsweise impedanzangepaßte Hochfrequenz-Antenne
auf dem Chip entwickelt. Abbildung10.2(a) zeigt eine Rasterelektronenmikroskop-
Aufnahme einer Teststruktur aus semiisolierendem GaAs, ander alle lithographischen
Schritte gleichermaßen wie an einem Probenchip durchgeführt wurden. Als nahezu
bildfüllendes Quadrat mit vier

”
Armen“ ist der erḧohte Bereich der Mesa zu sehen.

Auf sie laufen von außen die durch optische Lithographie de�nierten Gatterzuleitun-
gen zu (vgl. Abbildung2.4(b)), die durch die in einem ersten elektronenlithographi-
schen Schritt hergestellten Gatterelektroden fortgesetzt werden.

Als dunkles F̈unfeck im Zentrum der Mesa ist eine Calixaren-Schicht zu erkennen.
Sie wird in einem zweiten Elektronenstrahl-Lithographie-Schritt als lokaler Isolator
über den Gatterelektroden aufgebracht.Über dieser Schicht wiederum wird in einem
dritten Schritt mit dem gleichen Metallisierungsverfahren wie bei den Gatterelektroden
eine rechteckf̈ormige Schleifenantenne, die von einer zusätzlichen Abschirmungselek-
trode umgeben ist, aufgebracht. Abbildung10.2(b) zeigt diese sowie die darunterlie-
genden Gatterelektroden nochmals vergrößert.

Im Rahmen der hier vorgestellten Messungen kam die lithographische Schleifen-
antenne aus Zeitgründen nicht mehr zum Einsatz. Die Proben der folgenden Abschnitte
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Abbildung 10.2: Elektronenmikroskop-Aufnahmen der lithographisch hergestellten Schlei-
fenantenne. (a)Übersichtsaufnahme mit Gatterzuleitungen, zentralem Mesabereich und
Calixaren-Zwischenschicht (dunkles Fünfeck). (b) Detailaufnahme der rechteckförmigen An-
tenne mit Abschirmleitung (äußere Antennenschleife)über den Gatterelektroden. 1: Mesa,
2: Gatterzuleitungen, 3: Gatterelektroden, 4: Calixaren-Schicht (dunkel), 5: Schleifenantenne,
6: geerdete Abschirmung. Aus [Rössler 2004].

weisen die in Abbildung10.1dargestellte Gatterstruktur, jedoch ohne Calixarenschicht
und Antenne auf.

Während der Messung wurde weiterhin eine neu konstruierte Probenhalterung ge-
testet, die ein Verkippen der Probe relativ zum Magnetfeld und damit Messungen bei
Magnetfeldern parallel zum zweidimensionalen Elektronengas erm̈oglicht. EineÄnde-
rung der Probenorientierung war jedoch nur manuell bei aufgewärmtem und gëoffne-
tem Kryostaten m̈oglich.

10.2 De�nition eines Einzelgatter-Quantenpunkts

Die De�nition eines Quantenpunkts entsprechend der geplanten und durch die Gatter-
elektroden realisierten Geometrie von Abbildung10.1 war prinzipiell m̈oglich, wie
auch die Ladungsdetektion mit Hilfe des Quantenpunktkontakts. Die beobachteten
Coulomb-Blockade-Oszillationen weisen jedoch starke Fluktuationen auf. Abbildung
10.3zeigt beispielhaft das Resultat einer kontinuierlichüber mehrere Stunden hinweg
wiederholten Aufzeichnung vonI(Ug). Die Gatterspannung, an der das Maximum des
Tunnelstroms einer Coulomb-Blockade-Oszillation auftritt, nimmt bei jeder Wieder-
holung der Messung zufällig einen von mehreren diskreten Werten an. Diese Fluk-
tuationen k̈onnen durch diskrete Umladungen in der Umgebung des Quantenpunkts
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Abbildung 10.3: Beispiel f̈ur Umladungen in der ober�ächennahen Heterostruktur. Wieder-
holte Messungen des dc-Stroms durch den Quantenpunkt beiUSD = 40µV, nebeneinander
aufgetragen. Jede vertikale SpurI (Ug) ben̈otigt 2;3min. Die Gatterspannungs-Position des be-
obachteten Leitwertmaximums springt in der Zeit um diskrete Beträge.

erklärt werden [Rössler 2004]. Es handelt sich hierbei vermutlich um ein Charakteri-
stikum der verwendeten Heterostruktur, da in weiteren Untersuchungen am gleichen
waferähnliche Beobachtungen gemacht wurden [Schr̈oer 2005].

Anlegen einer negativen Spannung an das in Abbildung10.1 mit
”
g“ markier-

te Bügelgatter teilt das zweidimensionale Elektronengas aufgrund dessen besonde-
rer Geometrie in zwei Ḧalften. Der Strom durch diese Barriere unter Verwendung
der in Abbildung10.1 mit

”
S“ und

”
D“ gekennzeichneten Zuleitungen zeigt deutli-

che Coulomb-Blockade-Oszillationen in Abhängigkeit von der Gatterspannung, wie
in Abbildung10.4demonstriert. Im Gegensatz zu Transportmessungen unter Verwen-
dung mehrerer Gatter sind hier keine Fluktuationen aufgrund von Umladungseffekten
beobachtbar. F̈ur Ug ' � 0;375V ergibt sich ein Konversionsfaktor vonag ' 0;43.
Im Bereich der Coulomb-Blockade mit fester ElektronenzahlA (siehe Abbildung
10.4) wird eine Ladeenergie vonEC ' 4meV beobachtet. Dies ermöglicht eine grobe
Abscḧatzung der Elektronenzahl aus der Elektronen�ächendichte des freien zweidi-
mensionalen Elektronengases analog Gleichung9.1alsN . 22.

Der Grund f̈ur das Auftreten der Coulomb-Blockade-Oszillationen bei Verwen-
dung nur einer Gatterelektrode kann mit den vorliegenden Daten nicht eindeutig iden-
ti�ziert werden. Die Coulomb-Blockade-Oszillationen treten sehr̈ahnlich in zwei Pro-
benchips mit gleicher Gattergeometrie auf. Hierdurch erscheint eine Sẗorstelle bzw.
eine Verunreinigung unter dem Bügelgatter als Ursache eines lokalen Potentialmini-
mums unwahrscheinlich. Ein beispielsweise eingefangenesStaubpartikel m̈ußte zu-
dem mindestens eine der Tiefe des zweidimensionalen Elektronengases vergleichbare
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Abbildung 10.4: Absolutbetrag des Stroms durch den von Gatter g gebildeten Quantenpunkt
in logarithmischer Farbskala, als Funktion vonUSD undUg. Aus [Rössler 2004].

Größe haben, um ein Minimum des elektrostatischen Potentialsim zweidimensiona-
len Elektronengas verursachen zu können. Eine Betrachtung des Gatters im Raster-
kraftmikroskop nach der Messung lieferte hierzu jedoch keine Anhaltspunkte. Weitere
Vermutungen bez̈uglich der Ursache des beobachteten Potentialtopfs beruhen auf Be-
reichen konvexer und konkaver Krümmung der Gatterelektrode und deren Ein�uß auf
die elektrische Feldverteilung. Auch können insbesondere mechanische Spannungen
unterhalb der Gatterelektrode bei Abkühlen der Probëuber den piezoelektrischen Ef-
fekt für Potentialverformungen verantwortlich sein.

Die Abwesenheit der beim Einsatz mehrerer Gatter drastischen Fluktuationen ist
ein weiteres auffallendes Charakteristikum der Messung ausAbbildung 10.4. Ver-
schiedene Gr̈unde hierf̈ur sind m̈oglich. Die vermutete Lage des Quantenpunkts
vollständig unterhalb einer negativ geladenen Gatterelektrode kann dazu f̈uhren, daß
Ober�ächenzusẗande in seiner N̈ahe aufgrund der Metallisierung kurzgeschlossen
sind. Fluktuationen k̈onnen durch die Elektronen in den metallischen Gatterelektroden
abgeschirmt werden. Weiterhin ist denkbar, daß durch das Potential der Gatterelektro-
de eventuell benachbarte Tunnelsysteme aus dem Gleichgewicht verschoben werden
und deshalb nicht mehr als Fluktuatoren auftreten.
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Abbildung 10.5: (a) Differentieller Leitwert des QuantenpunktsG beiBk = 11T in Abḧangig-
keit von GatterspannungUg und source-drain-SpannungUSD. (b) Spur durch (a) f̈ur USD =
3;8mV.

Abbildung 10.5(a) zeigt eine Messung des nichtlinearen Transports durch den
Quantenpunkt bei einem hohen MagnetfeldBk = 11T parallel zum zweidimensio-
nalen Elektronengas. Das Magnetfeld führt, wie in der Abbildung durch Pfeile ver-
deutlicht, zur Bildung eines Nebenmaximums der Linien erhöhten differentiellen Leit-
werts. Bei einem Konversionsfaktor vonag ' 0;45 entspricht es einem angeregten
Zustand mit AnregungsenergieDe� = ag DUg = 0;25� 0;02meV. Ein wahrscheinli-
cher Grund f̈ur eine derartige Aufspaltung des Quantenpunkt-Grundzustands ist die
Zeeman-Wechselwirkung der Elektronenspins. Abweichungen der Ausrichtung des
Probenchips, die zu einer Magnetfeldkomponente senkrechtzum zweidimensionalen
Elektronengas und damit zu orbitalen Effekten führen, k̈onnen aufgrund der L̈ange
und mechanischen Instabilität der Probenb̈uhne des Mischk̈uhlers allerdings nicht
vollständig ausgeschlossen werden. Unter der Annahme, daß das Magnetfeld ideal
parallel zum zweidimensionalen Elektronengas verläuft, entspricht obige Aufspaltung
einem Land́e-Faktor vonjgj ' 0;39. Dies stimmt mit dem in der Literatur für Bk = 11T
zu �ndenden Wertg = � 0;345� 0:06 überein [Hanson u. a. 2003].

10.3 Beobachtung des Kondo-Effekts

Abbildung10.6(a) zeigt eine Messung des differentiellen Leitwerts des zweiten in den
Messungen dieses Kapitels verwendeten Probenchips aus dergleichen Heterostruk-
tur und mit identischer Gattergeometrie als Funktion der GatterspannungUg und der
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Abbildung 10.6: Differentieller Leitwert des Quantenpunkts als Funktion von Gatterspannung
Ug undsource-drain-SpannungUSD bei (a)TMC = 10mK bzw. (b)TMC = 670mK. Aus [Rössler
2004].
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Abbildung 10.7: (a) Temperaturabḧangigkeit des differentiellen Leitwerts beiUg = � 0;3405V
undUSD = 0, d.h. im Bereich des Kondo-Effekts. Die durchgezogene Linie resultiert aus einer
Kurvenanpassung nach Gleichung3.44. Für die Kondo-Temperatur ergibt sich hierbeiTK =
2;57K. (b) Abḧangigkeit der jeweils aus Kurvenanpassungen wie in (a) resultierendenKondo-
Temperatur von der GatterspannungUg. Aus [Rössler 2004].

source-drain-SpannungUSD. Wiederum wurde ein Quantenpunkt unter dem Bügelgat-
ter g entsprechend der Skizze in Abbildung10.1de�niert. Im in der Abbildung mitB
markierten Coulomb-Blockade-Bereich ist für TMC = 10mK (Abbildung10.6(a)) und
USD = 0 eine deutliche Kondo-Resonanz erhöhten differentiellen Leitwerts erkennbar.
Abbildung10.6(b) zeigt eine analoge Messung beiTMC = 670mK. Hier kann wie von
der Theorie f̈ur eine Kondo-Temperatur in der Größenordnung vonTK � 1K vorher-
gesagt ein deutlicher R̈uckgang des Kondo-Leitwerts beobachtet werden.

Das Ergebnis einer bespielhaften Auswertung einer temperaturabḧangigen Mes-
sung ist in Abbildung10.7(a) für Ug = � 0;3405V undUSD = 0 gezeigt. Hier ist der
differentielle Leitwert als Funktion der MischkammertemperaturTMC aufgetragen. Die
durchgezogene Linie entspricht einer Modellkurve nach Gleichung 3.44, wobei zur
Kurvenanpassung alle Datenpunkte mit TemperaturTMC � TMC(G minimal) verwen-
det wurden. Als Fitparameter erhält manTK = 2;57K sowies= 0;167. Durch wieder-
holtes Durchf̈uhren derartiger Kurvenanpassung für verschiedene Gatterspannungs-
werteUg kann die Abḧangigkeit der Kondo-Temperatur von der Gatterspannung und
damit vom chemischen Potential im Quantenpunkt bestimmt werden. Das Ergebnis ist
in Abbildung10.7(b) für den in Abbildung10.6mit B bezeichneten Gatterspannungs-
Bereich gezeigt. Die durchgezogene Linie ist eine Exponentialfunktion. Man erḧalt im
betrachteten Bereich eine gute qualitativeÜbereinstimmung mit der in Gleichung3.43
vorhergesagten Abhängigkeit.
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Abbildung 10.8: Differentieller Leitwert des QuantenpunktsG in Abhängigkeit von Magnet-
feld B? senkrecht zum zweidimensionalen Elektronengas und GatterspannungUg fürUSD ' 0.
Aus [Rössler 2004].

Am rechten Rand des Coulomb-Blockade BereichsA in Abbildung 10.6(a) kann
bei tiefen Temperaturen ebenfallsüber einen kleinen Gatterspannungsbereich eine
Kondo-Anomalie des Leitwerts beobachtet werden (siehe Pfeil in Abbildung 10.6(a)).
Dies ist insofern interessant, als Kondo-Effekt nur für endlichen Grundzustandsspin
beobachtet werden kann. Es weist auf das mögliche Vorliegen eines Zustands mit Ge-
samtspinS� 1 in einem der Coulomb-Blockade-Bereiche hin.

Bei Vorliegen eines Magnetfelds wird die Spinentartung der Energieniveaus ei-
ner Kondo-Sẗorstelle durch die Zeeman-Wechselwirkung aufgehoben. Damit erwar-
tet man in diesem Fall eine Aufspaltung der Kondo-Resonanz inUSD-Richtung und
einen R̈uckgang des durch den Kondo-Effekt verursachten differentiellen Leitwerts
bei USD = 0 [Cronenwett u. a. 1998]. Zus̈atzlich verursacht ein Magnetfeld senk-
recht zum zweidimensionalen Elektronengas eine Einschränkung der elektronischen
Zusẗande, womit eine schẅachere Kopplung an die Zuleitungen und ebenfalls eine
Abschẅachung des Kondo-Effekts einhergeht.

Abbildung 10.8 zeigt den differentiellen Leitwert des Quantenpunkts in linearer
Antwort abḧangig von GatterspannungUg und Magnetfeld senkrecht zum zweidimen-
sionalen ElektronengasB? . Der BuchstabeB markiert hierbei wieder den Coulomb-
Blockade-Bereich, in dem in Abbildung10.6 für B? = 0 stark durch Kondo-Effekt
erḧohter Leitwert beobachtet wird. Im betrachteten MagnetfeldbereichB? < 4T ist
die Zeeman-Aufspaltung der elektronischen Zustände kleiner als die in Abbildung
10.6 bestimmte Halbwertsbreite inUSD des Kondo-Leitwertmaximums, so daß eine
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10. Spineffekte in einem Einzelgatter-Quantenpunkt

Aufspaltung des Maximums nicht aufgelöst werden konnte.

Wie in Abbildung10.8sichtbar, geht der Leitwert im Coulomb-Blockade-Bereich
B für 0T � B? . 1;5T mit wachsendem Magnetfeld zurück, erreicht dann aber für
B? ' 1;65T wieder ein lokales Maximum. Mehrere Ursachen sind hierfür möglich.
Zusẗande hohen Spins führen im allgemeinen zu niedrigen Kondo-Temperaturen. Da-
her kann ein Grundzustandsübergang des Quantenpunkts hin zu geringerer Spinpola-
risation, wie z.B. einÜbergang von Spin 3=2 zu Spin 1=2, eine Zunahme der Kondo-
Temperatur mit wachsendem Magnetfeld verursachen [van der Wiel u. a. 2000]. Wei-
terhin kann jedoch auch eine bei einem bestimmten Magnetfeld vorliegende Entar-
tung von Singlet- und Triplet-Zuständen eines Quantenpunkts zu einer deutlichen
Versẗarkung des Kondo-Effekts führen [Sasaki u. a. 2000]. Ein regelm̈aßiges Muster
erḧohten Leitwerts wie in Kapitel7 beschrieben wurde hier nicht beobachtet.
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Kapitel 11

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Dissertation werden Quantenpunkte mittels Gatterelektroden
bei tiefen Temperaturen elektrostatisch im zweidimensionalen Elektronengas einer
AlGaAs/GaAs-Heterostruktur de�niert. Quantenpunkte sind elektrisch leitende In-
seln in einem ansonsten nichtleitenden Halbleiter. In ihnen sind Elektronen in ei-
nem Potential gefangen, so daß man auch von

”
künstlichen Atomen“ spricht. Das

Einschr̈ankungspotential der hier de�nierten Quantenpunkte innerhalb der Ebene des
zweidimensionalen Elektronengases wird durch Anlegen vonSpannungen an Gatter-
elektroden auf der Kristallober�äche erzeugt. Die Herstellung der Gatterelektroden
mit charakteristischen Abmessungen von� 100nm und ihrer Zuleitungen mittels op-
tischer und Elektronenstrahllithographie ist in Kapitel2 beschrieben.

Aufgrund der elektrostatischen Abstoßung tritt bei der Messung von Tunnel-
strömen durch diese Quantenpunkte das Phänomen der Coulomb-Blockade auf. Die
für Ladungstransport notwendigëAnderung der Elektronenzahl auf einem Quanten-
punkt ist nur bei bestimmten Werten des elektrostatischen Potentials am Ort des Quan-
tenpunkts m̈oglich, ansonsten ist Einzelelektronentunneln unterdrückt. Zus̈atzlich �n-
det eine Quantisierung der elektronischen Zustände im durch die Gatterelektroden
erzeugten Einschränkungspotential statt. Die Eigenenergien dieser Zustände k̈onnen
durch Transportspektroskopie, also die Untersuchung der Tunnelstr̈ome in Abḧangig-
keit von u.A. angelegten Spannungen und Magnetfeldern untersucht werden. Zus̈atz-
lich ist es m̈oglich, Quantenpunkte kohärent zu Doppelquantenpunkten zu koppeln.
Bei Vorliegen starker Tunnelkopplung treten delokalisierte,

”
molekulare“ elektroni-

sche Zusẗande auf. Die entsprechende Theorie hierzu ist in Kapiteln3und4entwickelt.
Zus̈atzlich kann ein im zweidimensionalen Elektronengas gebildeter Quantenpunkt-
kontakt, also eine eindimensionale Verengung des Elektronengases, wie in Kapitel5
beschrieben als Ladungsdetektor eingesetzt werden.
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11. Zusammenfassung und Ausblick

Die erfolgreiche De�nition eines Quantenpunkts, der nachweislich vollsẗandig von
Leitungsbandelektronen entleert werden konnte, wird in Kapitel 7 präsentiert. Dies
ermöglicht den Vergleich der Magnetfeldabhängigkeit der beobachteten Quantisie-
rungsenergien mit dem Fock-Darwin-Modell eines zweidimensionalen harmonischen
Oszillators. Trotz der Abweichung der Potentialform bei Anwesenheit von Tunnel-
barrieren zu den Zuleitungen und der Wechselwirkungen zwischen den Elektronen,
die im Modell nicht ber̈ucksichtigt sind, kann f̈ur N � 6 Elektronen einëAhnlichkeit
nachgewiesen werden. Für weiter gëoffnete Tunnelbarrieren zu den Zuleitungen wird
weiterhin bei endlichem Magnetfeld senkrecht zum zweidimensionalen Elektronengas
ein regelm̈aßiges Auftreten des sogenannte Kondo-Effekts als Funktion von Elektro-
nenzahl und Magnetfeld beobachtet. Dieser Hybridisierungseffekt tritt in der Regel nur
deutlich bei Vorliegen eines Spin-1/2-Zustands auf. Hier führt das Magnetfeld zu einer
Separation der elektronischen Zustände analog zu Landau-Niveaus in einen Kern- und
einen Ringzustand. Der Spin des Ringzustands erweist sich alsmaßgeblich f̈ur ein Vor-
liegen des Kondoeffekts, so daß dieser durch Umverteilung von Elektronen zwischen
Kern und Ring bei Variation des Magnetfelds ebenfalls beein�ußt wird. Schließlich
wird bei hohem Magnetfeld eine Aufspaltung der Coulomb-Blockade-Oszillationen
des Leitwerts beobachtet. Sie ist von der Potentialgeometrie abḧangig, die genaue Ur-
sache konnte jedoch noch nicht geklärt werden.

Durch Verformung des Einschränkungspotentials kann der Quantenpunkt bei
sẗandigerÜberwachung der Elektronenzahl zu einem stark tunnelgekoppelten Doppel-
quantenpunkt verformt werden, wie in Kapitel8 dargelegt ist. Das Transportspektrum
dieses Doppelquantenpunkts wird für 0� N � 2 Elektronen detailliert betrachtet. Mes-
sungen bei endlicherüber den Doppelquantenpunkt angelegtersource-drain-Spannung
ermöglichen dabei f̈ur 0� N � 1 eine eindeutige Identi�kation des im Transport sicht-
baren symmetrischen molekularen Grundzustands sowie des antisymmetrischen mole-
kularen angeregten Zustands eines Elektrons im Doppelmuldenpotential. Diese neuar-
tige Methode erlaubt zusätzlich eine Bestimmung der Tunnelaufspaltung im Fall star-
ker Tunnelkopplung. Viele bisher publizierte Methoden sind in diesem Grenzfall nicht
anwendbar [Hayashi u. a. 2003, DiCarlo u. a. 2004]. Die Tunnelaufspaltung kann so
als Funktion von Gatterspannungen und Magnetfeld senkrecht zum zweidimensiona-
len Elektronengas untersucht werden. Bei endlichem Magnetfeld und endlicher Po-
tentialasymmetrie kann zudem auch eine Hybridisierung zwischen dem Grundzustand
einer Potentialmulde und einem angeregten Zustand der zweiten Potentialmulde, die
zu einer Niveauabstoßung führt, beobachtet werden. Das Transportspektrum amÜber-
gang 1� N � 2 wird mit dem Fall ḧochstens eines Elektrons im Doppelquantenpunkt
verglichen. Hier treten zusätzliche Kotunnelprozesse auf, die zu einem höheren Strom
bzw. differentiellen Leitwert f̈uhren. Ein Vergleich mit theoretischen Vorhersagen für
das Zustandsspektrum beiN = 2 Elektronen wird durchgeführt, diese lassen jedoch ei-
ne Spin-Austauschkopplung erwarten, die energetisch unterhalb der Linienbreite liegt
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und deshalb nicht direkt beobachtet werden kann.

Ein Speichereffekt auf einer Zeitskala von� 10min kann in der Messung von Ka-
pitel 9 im Strom durch einen Quantenpunkt mittlerer Elektronenzahl (N . 60) be-
obachtet werden. Bei Einstrahlung eines Mikrowellensignals treten Gleichrichtungs-
effekte auf. Diese f̈uhren bei einer bestimmten vorliegenden Elektronenzahl zueiner
charakteristischen Kennlinie des dc-Stroms als Funktion einer Gatterspannung. Diese
Kennlinie ver̈andert sich stark bei Anlegen eines Magnetfelds senkrecht zum zweidi-
mensionalen Elektronengas. Wird das Magnetfeld wieder aufNull reduziert, so ver-
bleibt eine Ver̈anderung. Sie relaxiert mit einer Zeitkonstante des exponentiellen Zer-
falls vont A = 5: : :12min in eine zeitunabḧangige Form. Die Abḧangigkeit der Rela-
xation von verschiedenen Parametern wird untersucht. Die Zeitskala legt eine lokale,
dynamisch induzierte Kernspinpolarisation als Ursache nahe. Ein dementsprechendes
Modell wird aufgestellt, und weitere Indizien, die einen derartigen Effekt unterstützen,
werden pr̈asentiert. Kapitel10 schließlich faßt Messungen zusammen, in denen in
einer ober�̈achennahen Heterostruktur reproduzierbar bei zwei Probenchips ein sehr
stabiler Quantenpunkt unter einer einzelnen speziell geformten Gatterelektrode gebil-
det wurde. Hier konnte ein sehr deutlicher Kondo-Effekt beobachtet werden. Weiter-
hin erm̈oglicht eine Messung bei hohem Magnetfeld parallel zum zweidimensionalen
Elektronengas eine Beobachtung der Zeeman-Aufspaltung.

Die in der vorliegenden Arbeit präsentierten Untersuchungen haben zusammen-
fassend als Ziel die Charakterisierung der Quantenzustände eines Quantenpunkts oder
Doppelquantenpunkts und seiner Kopplungen an die Umgebung. Dies ist insbesondere
auch durch die Vorschläge motiviert, in Quantenpunkten vorliegende Zweizustandssy-
steme als Qubits, also Bausteine des hypothetischen Quantencomputers, einzusetzen.
Damit liegen die durchgeführten Messungen in vieler Hinsicht im aktuellen Trend der
Forschung an elektrostatisch de�nierten Quantenpunkten.Transportspektroskopie von
lateralen Einzelquantenpunkten im Grenzfall minimaler Elektronenzahl wurde erst-
mals 2000 erfolgreich durchgeführt [Ciorga u. a. 2000]. Nur eine sehr kleine Zahl von
Arbeitsgruppen weltweit konnte dies bereits an einem Doppelquantenpunkt nachvoll-
ziehen [Elzerman u. a. 2003, Petta u. a. 2004, Hüttel u. a. 2004a, Pioro-Ladri�ere u. a.
2005]. In der verwendeten Gattergeometrie, der Methode der Verzerrung eines Einzel-
quantenpunkts und der speziellen Betrachtung des Grenzfalls starker Tunnelkopplung
sticht die vorliegenden Arbeit hierbei hervor. Ein Ziel zukünftiger Messungen kann
es z.B. sein, aufbauend auf den Messungen aus Kapitel8 das Zustandsspektrum ei-
nes stark tunnelgekoppelten Doppelquantenpunkts, derüber mehr Parameter steuer-
bar ist, systematisch zu vermessen und mit theoretischen Vorhersagen zu vergleichen
[Golovach und Loss 2004].

Eine weitere M̈oglichkeit zur Erweiterung der vorliegenden Resultate liegt in der
Beobachtung zeitabhängiger Pḧanomene und der Kontrolle von Spin und Ladung in-
nerhalb der Koḧarenzzeit. Fernziel kann hierbei die Verwendung komplexerPulsfolgen
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11. Zusammenfassung und Ausblick

für Gatterspannungen und Hochfrequenzsignale wie im Fall der Kernspinresonanz-
Qubits sein [Vandersypen u. a. 2001]. Die hierzu prinzipiell notwendige Technolo-
gie, von thermisch angekoppelten Hochfrequenzleitungen in den Kryostaten bis hin
zu Tieftemperaturverstärkern, wird derzeit an dem in Kapiteln7 und 8 verwende-
ten Meßplatz aufgebaut. Ẅahrend auf der Zeitskala der Elektronenspins weltweit be-
reits bemerkenswerte Fortschritte erzielt wurden, besteht bei der Kontrolle von La-
dungszusẗanden in einem Doppelquantenpunkt innerhalb ihrer Kohärenzzeitt2 . 1ns
eine beachtliche technische Herausforderung. Erste zeitaufgelöste Beobachtungen
des koḧarenten Tunnelns eines Elektrons wurden bereits veröffentlicht [Hayashi u. a.
2003]. Die bisherigen Untersuchungen behandeln jedoch den Fallhoher Elektro-
nenzahlN. Die koḧarente Kopplung zweier derartiger

”
Ladungs-Qubits“, d.h. zwei-

er Elektronen, die in separaten Doppelquantenpunkten gefangen sind, alleinüber
die elektrostatische Wechselwirkung konnte bisher noch nicht nachgewiesen wer-
den. Durch Einsatz eines Zweikanal-Pulsgenerators im sub-ns-Bereich besteht hier
die Möglichkeit, den GrenzfallN = 1 und m̈oglicherweise sogar die Kopplung zweier
Doppelquantenpunkte anzugehen. Längere Koḧarenzzeiten als in [Hayashi u. a. 2003]
können zudem, wie in Silizium-Doppelquantenpunkten hoher Elektronenzahl beob-
achtet [Gorman u. a. 2005], in isolierten Systemen ohne Zuleitung erwartet werden.

In etwa zeitgleich mit den in dieser Arbeit in Kapitel9 präsentierten Messungen
eines Langzeit-Speichereffekts wurden Beobachtungen durchgef̈uhrt, in denen eine
Transportblockade in vertikalen Doppelquantenpunkten zulokaler dynamischer Kern-
spinpolarisation f̈uhrt [Ono u. a. 2002, Ono und Tarucha 2004]. Diesäußert sich in Hy-
stereseeffekten und Oszillationen des Tunnelstroms mit einer Periode von mehrerern
Minuten. Aktuelle Arbeiten an lateralen Doppelquantenpunkten im Bereich schwacher
Kopplung zeigen̈ahnliche Effekte auf, sowohl in Gleichstrom-Messungen [Folk 2005]
als auch in der Ladungsdetektion bei gepulsten Gatterspannungen [Petta 2005]. Hier
ergeben sich Fragestellungen, inwieweit lokale Kernspineffekte die Verwendung von
Quantenpunkten als Spin-Qubits behindern oder inwieweit sie sogar ausgenützt wer-
den k̈onnen [Khaetskii u. a. 2003, Pershin 2004]. Die Messungen dieser Arbeit legen
nahe, daß auch in einem Einzelquantenpunkt eine lokale Kernspinpolarisation erzeugt
werden kann. Die Suche nach derartigen Effekten, insbesondere zur weiteren Kl̈arung
der vorliegenden Mechanismen, sollte damit in jedem Falle fortgesetzt werden.

Ein weiteres Gebiet aktueller Forschung ist der Kondo-Effekt. Im Anschluß an
die Messungen dieser Arbeit wurden weitergehende Untersuchungen an dem Dop-
pelquantenpunkt aus Kapitel8 durchgef̈uhrt. Hierbei wurden schwerpunktmäßig die
bei den ElektronenzahlenN = 1 undN = 2 beobachteten Kondo-Phänomene unter-
sucht [Schr̈oer 2005]. Das Wechselspiel des Kondo-Effekts mit anderen elektronischen
Kopplungen bietet ein weites Feld für zuk̈unftige Forschungsarbeit.

Schließlich sollte der Blick aucḧuber GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen hinausge-
hen. Aktuelle Arbeiten z.B. an GaN-Heterostrukturen [Chou u. a. 2005] oder zwei-
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dimensionalen Lochgasen in GaAs [Yau u. a. 2002] bieten die M̈oglichkeit des Ver-
gleichs der verschiedenen Materialsysteme. Insbesonderekönnen auch aufgrund
der unterschiedlichen Bandstrukturen Parameterbereiche untersucht werden, die in
AlGaAs/GaAs-Heterostrukturen mit zweidimensionalen Elektronengasen nur schwer
erreichbar sind. Ein vielversprechendes System im Hinblick auf die koḧarente Kontrol-
le von Quantenzuständen sind ebenfalls Kohlenstoff-Nanoröhrchen. Das mit 98;9%
in der Natur vorherrschende Isotop12C hat keinen Kernspin, so daß die Hyperfein-
wechselwirkung als wesentliche Quelle für Dekoḧarenz elektronischer Zustände na-
hezu ausscheidet. Isotopenreine Materialien sind zudem theoretisch m̈oglich.

Insgesamt bieten Halbleiter-Quantenpunkte ein faszinierendes Feld f̈ur Experimen-
te sowohl im Bereich der Grundlagenforschung als auch im Hinblick auf zuk̈unftige
Technologien. Speziell Quantenpunkte und Doppelquantenpunkte mit wenigen Elek-
tronen erscheinen bisweilen als quantenmechanisches System

”
direkt wie aus dem

Lehrbuch“ — so daß fundamentale Zusammenhänge kontrollierbar und direkt sichtbar
gemacht werden k̈onnen.
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Anhang A

Verwendete Heterostrukturen

Im folgenden sind die technischen Informationen der verwendeten Heterostrukturen
aus [Eberl 1998] und [Wegscheider 2002] zusammengefaßt.

A.1 Heterostruktur #81059, K. Eberl

� Messungen in Kapiteln7, 8 und9

� Herstellung durch K. Eberl, Max-Planck-Institut für Festk̈orperphysik, Stuttgart

� Bezeichnung #81059, Herstellungsdatum 22. November 1998

� Schichtenfolge: siehe Abbildung2.1(a), Seite6

� 2DEG 120nm unter der Ober�äche

� spacer-Dicke 40nm

� Beweglichkeit im 2DEG bei 4;2K (dunkel): µ̃ = 75;31m2

Vs

� Elektronen�ächendichte im 2DEG bei 4;2K (dunkel): ns = 1;75� 1015 1
m2

A.2 Heterostruktur C021223A, W. Wegscheider

� Messungen in Kapitel10

� Hergestellt durch W. Wegscheider, Universität Regensburg
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Abbildung A.1: Schichtenfolge in Heterostruktur C021223A, W. Wegscheider

� Bezeichnung C021223A

� Schichtenfolge: siehe AbbildungA.1, Seite156

� 2DEG 37nm unter der Ober�äche

� spacer-Dicke 20nm

� Beweglichkeit im 2DEG bei 4;2K (dunkel): µ̃ = 37;5m2

Vs

� Elektronen�ächendichte im 2DEG bei 4;2K (dunkel): ns = 3;75� 1015 1
m2
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Anhang B

Parameter der Probenpräparation

Die hier angegebenen Parameter beziehen sich sofern nicht weiter spezi�ziert auf
den Probenchip von Kapiteln7 und 8. Die Details zur Herstellung der Calixaren-
Isolationsschicht sind unten angegeben. Ansonsten weichen die prinzipiellen Pr̈apa-
rationsschritte der anderen betrachteten Probenchips nicht wesentlich hiervon ab. F̈ur
die genauen Details sei auf [Weber 2002] und [Rössler 2004] verwiesen.

Reinigen der Proben

Die folgenden Schritte wurden bis zum Erreichen einer sauberen Ober�äche wieder-
holt:

� Kochen in Azeton (5-20min)

� Baden in Isopropanol

� Abblasen im Stickstoffstrahl

� vorsichtiges Behandeln mit Ultraschall (Gerät Bandelin Sonorex Super Digital,
Leistungs-Einstellung 10%, 2� 15sec)

� vorsichtiges Abwischen der Probenober�äche mit einem azetongetränkten Lin-
senputztuch

De�nition der Mesa

� Photolack: Shipley MicroPosit S1805, aufgeschleudert 3sec bei 800rpm und
30sec bei 5600rpm
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B. Parameter der Probenpräparation

� Backen: 35min bei 90� C

� Belichtung (siehe Abbildung2.4(b)) mit Maskaligner vom Typ Karl Suss MJB3,
Belichtungsdauer 11sec

� Entwicklung durch 30sec Schwenken in Shipley MicroPosit Developer
(verd̈unnt 1 : 1 mit destilliertem Wasser)

� Ätzen: H2O : H2SO4 : H2O2 im Volumenverḧaltnis 100 : 3 : 1, Temperatur�
10� C, Dauer 230sec (an einem anderen Heterostruktur-Chip gemesseneÄtzrate
0;7nm/sec)

� Reinigen mit destilliertem Wasser und Azeton

Ohm'sche Kontakte

� Photolack: Shipley MicroPosit S1818, aufgeschleudert 3sec bei 800rpm und
30sec bei 5000rpm

� Backen: 30min bei 90� C

� Belichtung (siehe Abbildung2.4(b)) am gleichen Maskaligner, 17sec

� Entwicklung 45sec

� Aufgedampfte Metallschichten: 60nm AuGe (88 : 12), 10nm Ni,60nm AuGe
(88 : 12) (Raten< 0;15nm/sec f̈ur AuGe,< 0;05nm/sec f̈ur Ni)

� lift-off in kochendem Azeton

� Eindiffundieren in Argon-Wasserstoff-Atmosphäre: 5min bei 110� C, 2min bei
360� C, 30sec bei 420� C

� Reinigen in Azeton

Gatterzuleitungen

� Photolack: Shipley MicroPosit S1813, aufgeschleudert 3sec bei 800rpm und
30sec bei 5500rpm

� Backen: 30min bei 90� C

� Belichtung am gleichen Maskaligner (siehe Abb.2.4(b)), 11sec

� Entwicklung 30sec
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� Aufgedampfte Schichten: 5;2nm NiCr (1:1), dann wegen Fehlfunktion der
Aufdampfanlage belüftet und neu abgepumpt, dann 150nm Au (Raten<
0;04nm/sec f̈ur NiCr, < 0;1nm/sec f̈ur Au)

� lift-off in kochendem Azeton: die Gold-Leiterbahnen haften nicht auf dem NiCr,
sondern l̈osen sich ab.

� Säubern in Aceton und Isopropanol

� Neue Photolack-Schicht Shipley MicroPosit S1813, aufgeschleudert 3sec bei
800rpm und 30sec bei 5500rpm

� Backen: 30min bei 90� C

� Belichtung am gleichen Maskaligner (siehe Abb.2.4(b)) mit Ausrichten auf die
bereits vorhandene NiCr-Schicht, 11sec

� Entwicklung 30sec

� Zus̈atzlich aufgedampfte Schichten: 5nm NiCr (1:1), dann 150nm Au (Raten
< 0;04nm/sec f̈ur NiCr, < 0;1nm/sec f̈ur Au)

� lift-off in heissem Azeton unter Zuhilfenahme von Ultraschall (Gerät Bandelin
Sonorex Super Digital, Leistungs-Einstellung 20%, 1min)

Strukturerzeugung mit dem REM

� Säubern in Azteon und Isopropanol, Abblasen mit Stickstoff

� Erste Lackschicht: Polymethylmethacrylat mit einem Molekulargewicht von ca.
1;5� 105u, aufgeschleudert 1s mit 800rpm und 30s mit 6000rpm

� Backen: 30min bei 120� C

� Zweite Lackschicht: Polymethylmethacrylat mit einem Molekulargewicht von
ca. 5� 105u, aufgeschleudert 1s mit 800rpm und 30s mit 6000rpm

� Backen� 36h bei 120� C

� Elektronenstrahllithographie mit dem LEO FEREM 982; Beschleunigungsspan-
nung 5kV, Emissionsstrom 9;0pA, Betrahlungsdosis 52µAs=cm2

� Entwickeln in einer Mischung Methylisobutylketon und Isopropanol im Volu-
menverḧaltnis 1 : 3, Dauer 50sec
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B. Parameter der Probenpräparation

� Aufgedampfte Schichten: 3nm Ti (Rate< 0;04nm=s), 32nm Au (Rate.
0;07nm=s)

� Liftoff in kochendem Azeton

Calixaren-Schicht

Folgende Parameter wurden bei der De�nition der Calixaren-Isolationsschicht der
Schleifenantenne in Kapitel10verwendet (aus [Rössler 2004]):

� Reinigen mit Aceton und Isopropanol

� Belacken: 1g Calixaren gelöst in 39ml Chlorbenzol, aufgeschleudert 1s bei
800rpm, dann 30s bei 3000rpm

� Backen: 30min bei 170� C

� Belichten: Beschleunigungsspannung 5kV, Blende 10µm, Bestrahlungsdosis
15mAs=cm2

� Entwickeln: 30s in Xylol

� Stop-Bad: 30s in Isopropanol

� Resultierende Schichtdicke� 40nm
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plomarbeit, 2001
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[Hüttel u. a. 2004a] ḦUTTEL, A. K. ; L UDWIG, S. ; EBERL, K. ; KOTTHAUS, J. P.:
Direct control of the tunnel splitting in a one–electron double quantum dot. 2004. –
URL http://arxiv.org/abs/cond-mat/0501012 . – cond-mat/0501012
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beit, 2004

[Sakurai 1995] SAKURAI , J. J.: Modern Quantum Mechanics. Revised Edition.
Addison-Wesley, 1995

[Sasaki u. a. 2000] SASAKI , S. ; DE FRANCESCHI, S. ; ELZERMAN, J. M. ; VAN

DER WIEL, W. G. ; ETO, M. ; TARUCHA, S. ; KOUWENHOVEN, L. P.: Kondo
effect in an integer-spin quantum dot. In:Nature 405 (2000), S. 764. – URL
http://dx.doi.org/10.1038/35015509

[Schliemann u. a. 2001] SCHLIEMANN , John ; LOSS, Daniel ; MACDONALD, A. H.:
Double-occupancy errors, adiabaticity, and entanglementof spin qubits in quantum
dots. In:Physical Review B (Condensed Matter and Materials Physics)63 (2001),
Nr. 8, S. 085311. – URLhttp://link.aps.org/abstract/PRB/v63/e085311

[Schmid u. a. 2000] SCHMID, J. ; WEIS, J. ; EBERL, K. ; KLITZING , K.
v.: Absence of Odd-Even Parity Behavior for Kondo Resonances in Quan-
tum Dots. In: Physical Review Letters 84 (2000), S. 5824. – URL
http://link.aps.org/abstract/PRL/v84/p5824

[Schmidt u. a. 1996] SCHMIDT, T. ; HAUG, R. J. ; FAL' KO, V. I. ; K LITZING , K.
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